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1. WPROWADZENIE

Celem prezentowanego opracowania jest analiza oddzia ywania inwestycji kra-
jowych i zagranicznych na równowag  d ugookresowego wzrostu gospodarczego na 
gruncie dwubiegunowego modelu wzrostu. Model ten stanowi rozszerzenie neokla-
sycznego modelu wzrostu Solowa (1956) o przep ywy inwestycyjne. W modelu ana-
lizuje si  bowiem funkcjonowanie dwóch gospodarek – nazywanych dalej umownie 
gospodarkami bogat  oraz biedn 2. W prezentowanym modelu zak ada si  m.in., e 
zarówno gospodarka bogata inwestuje w gospodarce biednej, jak i gospodarka biedna 
inwestuje w bogatej. Co wi cej, przyjmuje si , e przep ywy inwestycyjne mi dzy 
tymi gospodarkami zale ne s  od produktywno ci kapita u w obu typach rozwa anych 
gospodarek.

Struktura opracowania przedstawia si  nast puj co. W punkcie 2 znajduje si  
przegl d literatury dotycz cej determinantów przep ywów inwestycyjnych. Punkt 
3 zawiera za o enia rozwa anego modelu wzrostu gospodarczego oraz analiz  sta-
bilno ci i w a ciwo ci ekonomicznych d ugookresowej równowagi owego modelu 
wzrostu (przez punkt równowagi rozwa anego w pracy modelu wzrostu rozumie si  
asymptotycznie stabilny punkt stacjonarny analizowanego we  uk adu równa  ró -
niczkowych3). W punkcie 4 przedstawiono kalibracj  jego parametrów oraz symulacje

1 Autorzy dzi kuj  Pani Profesor Magdalenie Osi skiej (z Uniwersytetu Miko aja Kopernika 
w Toruniu) oraz Panom Profesorom Eugeniuszowi Kwiatkowskiemu i Micha owi Majsterkowi (z Uni-
wersytetu ódzkiego) za uwagi do wst pnej wersji prezentowanego opracowania. Rzecz jasna, ca kowita 
odpowiedzialno  za ostateczn  wersj  pracy spada na autorów.

2 Wydaje si , e gospodarki te mo na uto samia  zarówno z grupami bogatych gospodarek kra-
jowych pó nocy i biednych gospodarek po udnia (w skali gospodarki wiatowej), gospodarek Europy 
Zachodniej i Wschodniej (w skali Europy), regionów pó nocy i po udnia we W oszech lub województw 
zachodu i wschodu w Polsce.

3 Szeroki przegl d alternatywnych modeli wzrostu gospodarczego oraz stanów d ugookresowej 
równowagi znale  mo na np. w pracach Acemoglu (2009) lub Aghiona, Howitta (2009).
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numeryczne wybranych stanów d ugookresowej równowagi modelu. Opracowanie 
ko czy punkt 5, w którym znale  mo na podsumowanie prowadzonych w nim roz-
wa a  oraz wa niejsze wnioski.

1. PRZEGL D LITERATURY

Mi dzynarodowe ugrupowania integracyjne, gospodarki krajowe, czy wydzielone 
w ich granicach wzgl dnie jednorodne obszary, odró niaj ce si  od terenów przyle-
g ych naturalnymi lub nabytymi atrybutami cechuje zró nicowany poziom i tempo 
wzrostu gospodarczego4. Do kryzysu w 2008 roku dysproporcje mi dzy gospodarkami 
regionów w UE mala y. By o to spowodowane g ównie tym, i  regiony z najni szym 
PKB na mieszka ca rozwija y si  ponadprzeci tnie szybko i dogania y zamo niejsze 
regiony. W latach 2008–2011 dysproporcje mi dzy regionami uleg y niewielkiemu 
pog bieniu (Komisja Europejska, 2014, s.3). Du e dysproporcje gospodarcze 
zarówno mi dzy gospodarkami krajowymi jak i regionami mo na dostrzec w obsza-
rze Pó nocnoameryka skiego Uk adu Wolnego Handlu, w pa stwach BRIC (Brazylia, 
Rosja, Indie, Chiny) oraz w obr bie innych porozumie , ugrupowa  integracyjnych, 
zwi zków pa stw, jak równie  mi dzy nimi.

Wyst powanie w przestrzeni ekonomicznej gospodarek bogatych i gospodarek 
biednych stanowi konsekwencj  polaryzacji rozwoju jako wynik m.in. zró nico-
wanej produktywno ci czynników produkcji oraz kierunków i dynamiki nak adów 
inwestycyjnych. Artyku  wpisuje si  w szeroki nurt poszukiwa  przyczyn procesów 
polaryzacji rozwoju z uwzgl dnieniem tych w a nie stymulant rozwojowych (Solow, 
1956; Lucas, 1988; Mankiw i inni, 1992; Nonneman, Vanhoudt, 1996; Mroczek 
i inni, 2014). Obok wy ej wymienionych, podstawowych determinant wzrostu, jest 
widoczny równie  silny nurt poszukiwa  w zakresie oddzia ywania zmian stopy 
redystrybucji bud etowej, nierówno ci dochodowych oraz kapita u spo ecznego na 
równowag  d ugookresowego wzrostu gospodarczego (Sztaudynger, 2007; Kumor 
i inni, 2009). 

Szerszym kontekstem dla prowadzonych rozwa a  s : teoria kumulatywnej przy-
czynowo ci (Myrdal, 1957; Kaldor, 1970), teoria polaryzacji (Hirschmann, 1958) oraz 
teoria centrum i peryferie (Friedmann, Weaver, 1979).

Teoria kumulatywnej przyczynowo ci Myrdala akcentuje konieczno  wywo a-
nia wystarczaj co du ej i inten sywnej zmiany (np. w postaci strumienia inwestycji 
zagranicznych) by wywo a  impuls dla korzystnego kierunku zmian. Proces ten mo e 
wywo ywa  w dalszej kolejno ci efekty dwojakiego rodzaju. Pocz tkowo, efekt zasy-
sania (czynników wzrostu) z otoczenia, a w dalszej kolejno ci (z ró n  intensywno-
ci ) efekt rozprzestrzeniania. Bilans wielko ci i si y tych efektów wyja nia poziom 

zró nicowania rozwoju. Zdaniem Myrdala (1963) mechanizm rynkowy pozostawiony 

4 Szeroko na temat ró nic pomi dzy poziomem i tempem wzrostu oraz rozwoju gospodarczego 
por. np. Malaga (2013).
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sam sobie powoduje raczej wzrost ni  zmniejszanie nierówno ci w przestrzeni 
gospodarczej. Wykorzystanie narz dzi interwencji publicznej ogranicza niekorzystne 
zjawiska w tym wzgl dzie. W rozwini tym przez Kaldora (1970) modelu kumula-
tywnej przyczynowo ci, prócz zmian inwestycyjnych, wielko ci produkcji wa na jest 
równie  produktywno  kapita u. Z modelu Kaldora p ynie wniosek, e gospodarki 
(analizowane na ró nym poziomie agregacji), w których wyst puj  wi ksze nierów-
no ci wykazuj  wy sze stopy wzrostu5.

Teoria polaryzacji Hirschmanna równie  wykorzystuje efekty wymywania 
i odprysku. Z tym, e efekt rozprzestrzeniania si  powinien stopniowo doprowadzi  
do rozwoju wszystkich gospodarek w okre lonej przestrzeni bez interwencji pa stwa. 
Warunkiem zaistnienia takiego zjawiska jest powstanie efektu sieci mi dzy ró nymi 
stadiami procesu wytwórczego. Jednak samo ju  powi zania mi dzy wcze niejszymi 
(opó nione po udnie) i pó niejszymi (rozwini ta pó noc) stadiami produkcji powoduje 
tworzenie centrów przemys owych. W tak pierwotnie ukszta towanych warunkach 
dzia ania, instytucjonalizacja powi za  z wykorzystaniem inwestycji prywatnych 
i publicznych mo e pozwoli  na przekszta cenie struktury tych relacji w efektywn  
sie  gospodarczej wspó pracy.

Teoria centrów i peryferii powsta a jako uogólnienie obserwowanej rzeczywi-
sto ci Ameryki aci skiej w latach czterdziestych XX wieku. Trudne do pokonania 
efekty dominacji i zale no ci pewnej grupy krajów wiata sta y si  przyczynkiem do 
wprowadzenia poj cia gospodarki peryferyjnej (Prebisch, 1950). Rozwój obszarów 
peryferyjnych odbywa si  w wyniku oddzia ywania centrum w relacji podporz dko-
wania i wzmacniaj cej jego dominacji dzi ki efektom kumulatywnym. Wspó cze nie, 
nierówno  relacji mi dzy bogatymi a biednymi krajami jest jedn  z wa niejszych 
przyczyn obja niaj cych zró nicowanie rozwoju.

Prócz wymienionych dalej szczegó owych za o e  modelu, uznaje si  równie  
za istotne ogólne spostrze enia Myrdala i Kaldora w cz ci konieczno ci wywo ania 
pierwszej (korzystnej) zmiany (np. poprzez wzrost nak adów inwestycyjnych) oraz 
Hirschmanna w cz ci nieinterwencyjnego, stopniowego efektu rozprzestrzeniania si  
pozytywnych efektów z gospodarek bogatych do gospodarek biednych.

5 Kaldor obja nia to zjawisko poprzez ró nice kra cowych stóp oszcz dno ci ludzi bogatych 
i biednych. W przypadku tych pierwszych s  one wi ksze. Taka sytuacja wp ywa na relacje mi dzy 
stop  oszcz dno ci, stop  inwestycji a stop  wzrostu gospodarczego.
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2. MODEL WZROSTU GOSPODARCZEGO Z PRZEP YWAMI INWESTYCYJNYMI 
ZALE NYMI OD PRODUKTYWNO CI KAPITA U6

2.1. ZA O ENIA MODELU

W prowadzonych rozwa aniach przyjmuje si  nast puj ce za o enia dotycz ce 
funkcjonowania dwóch gospodarek (bogatej, oznaczanej dalej subskryptem 1, i bied-
nej – do której stosuje si  subskrypt 2).

1) Proces produkcyjny w i-tej (dla i=1, 2) gospodarce opisuje rozszerzona funk-
cja produkcji Cobba-Douglasa (1928) dana wzorem (por. te  np. ó towska, 1997; 
Tokarski, 2009, 2011)7:

 12,1, tLtKtkatYjiji iiji , (1)

gdzie , , (  + )  (0;1) oraz a>0. Yi w funkcji produkcji (1) oznacza wielko  
produkcji w gospodarce i w momencie t  0, Ki oraz Li – zasoby kapita u (rzeczo-
wego) i pracy w owej gospodarce, natomiast kj (gdzie kj=Kj/Lj) to zasób technicznego 
uzbrojenia pracy (czyli kapita u na pracuj cego) w gospodarce j.  w równaniu (1) 
oznacza elastyczno  produkcji wzgl dem nak adów kapita u (a zatem 1 –  oznacza 
elastyczno  Yi wzgl dem Li), za   jest elastyczno ci  cznej produkcyjno ci czyn-
ników produkcji8 (lub wielko ci produkcji) w gospodarce i wzgl dem technicznego 
uzbrojenia pracy (lub zasobu kapita u) w gospodarce j. Oddzia ywanie technicznego 
uzbrojenia pracy w gospodarce j na czn  produkcyjno  czynników produkcji 
w gospodarce i (dla i  j) mo na uzasadni  na trzy sposoby. 

Po pierwsze, podobnie jak ma to miejsce w grawitacyjnym modelu wzrostu 
gospodarczego (Mroczek, Tokarski, 2014; Mroczek i inni, 2014), mo e ono wyni-
ka  z dzia ania efektu grawitacyjnego. Potwierdzaj  to wyniki bada  empirycznych 
w zakresie czynników determinuj cych przep ywy handlowe w Unii Europejskiej. 

6 Prezentowany model wzrostu gospodarczego stanowi rozszerzenie modelu zaproponowanego 
w pracy Mroczek, Tokarskiego, 2015a. W opracowaniu tym traktowano jednak kombinacje inwestycji 
krajowych i zagranicznych egzogenicznie. Nie uwzgl dniano zatem oddzia ywania produktywno ci 
kapita u na przep ywy inwestycji pomi dzy wyró nionymi w modelu typami gospodarek.

7 O wszystkich wyst puj cych dalej zmiennych makroekonomicznych zak ada si , i  s  ró nicz-
kowalnymi funkcjami czasu t  0. Zapis x(t) oznacza  b dzie dalej warto  zmiennej x w momencie t, 
za  dtdxtx /  – pochodn  zmiennej x po czasie t, czyli (ekonomicznie rzecz bior c) przyrost warto ci 
owej zmiennej w momencie t.

8 Przy funkcji produkcji Cobba-Douglasa danej wzorem: 1LAKY , gdzie Y oznacza strumie  
wytworzonego produktu, K – nak ady kapita u rzeczowego, L – nak ady pracy, za    (0;1), czn  pro-
dukcyjno  czynników produkcji A (pomija si  tu subskrypty i odnosz ce si  do kolejnych gospodarek) 
mo na uto samia  w produktem Y wytworzonym z jednostkowych nak adów kapita u K i pracy L. Przy 
funkcji produkcji (1) czna produkcyjno  czynników produkcji w gospodarce i równa jest zatem jak  
(dla j  i).
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Obok wyra nego wp ywu wielko ci gospodarek, poziomu ich rozwoju, wa nym 
czynnikiem sprzyjaj cym rozwojowi obrotów handlowych okazuj  si  bezpo rednie 
inwestycje zagraniczne (Pietrzak, api ska, 2014).

Po drugie, oddzia ywanie kj na Yi, gdzie kj>ki, mo e by  skutkiem tego, i  gospo-
darki biedne (absorbuj c drog  imitacji nowe rozwi zania technologiczne) korzystaj  
z wysokiego technicznego uzbrojenia pracy w gospodarkach bogatych. Po trzecie 
wreszcie, na efektywno  funkcjonowania gospodarek biednych pozytywnie oddzia-
uje lepiej rozwini ta infrastruktura (np. transportowa) w gospodarkach bogatych, na 

efektywno  funkcjonowania gospodarek bogatych negatywnie za  wp ywa s abiej 
rozwini ta infrastruktura gospodarek biednych9.

Funkcje produkcji (1) s  jednorodne stopnia 1 wzgl dem Ki oraz Li i jednorodne 
stopnia 1+ >1 wzgl dem Ki, Li oraz kj. Dlatego te  funkcje te charakteryzuj  si  
sta ymi efektami skali wzgl dem Ki oraz Li i rosn cymi efektami skali wzgl dem 
Ki, Li oraz kj (szerzej na temat wp ywu efektów skali na d ugookresow  równowag  
wzrostu gospodarczego por. np. Tokarski 2006, 2007a, 2007b, 2008).

Z funkcji produkcji (1) wynika równie  m.in., e relacje pomi dzy ilorazami 
wydajno ci pracy yi i technicznych uzbroje  pracy ki (dla dowolnych k1, k2>0) opisuj  
zwi zki:

 0
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Z zale no ci (2) wyci gn  mo na wniosek, i  poziom wydajno ci pracy yi jest 
wy szy w tej gospodarce, która charakteryzuje si  wy szym poziomem technicznego 
uzbrojenia pracy ki.
2) Przyrosty zasobów kapita u w gospodarkach i (czyli iK ) opisuj  równania ró nicz-
kowe:

 tKtYtstYtstKijji iijijiiii2,1, ,  (3)

gdzie i  (0;1). siiYi w równaniu (3) oznacza wielko  inwestycji zarówno realizowa-
nych w gospodarce i, jak i  nansowanych przez ow  gospodark , za  sijYj – wielko  
inwestycji realizowanych w gospodarce i a  nansowanych przez gospodark  j. Ozna-
cza to, e wielko  sijYj opisuje inwestycje zagraniczne przep ywaj ce z gospodarki 
j do gospodarki i (ograniczenia na stopy sii oraz sij wprowadzone s  w za o eniach 
3–4). Natomiast i oznacza stop  deprecjacji kapita u w gospodarce i. Równania 
akumulacji kapita u (3) stanowi  rozszerzenie równania akumulacji kapita u z neo-

9 Przemy l korzysta np. z autostrady wiod cej z Rzeszowa przez Kraków i Wroc aw do Niemiec, 
za  Rzeszów nie ma mo liwo ci korzystania z dobrej infrastruktury transportowej le cej na wschód od 
tego miasta, gdy  taka infrastruktura nie istnieje (por. te  np. Mroczek, Tokarski, 2015a, 2015b).
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klasycznego modelu wzrostu Solowa. Rozszerzenie to polega na tym, i  w modelu 
Solowa nie uwzgl dnia si  przep ywów inwestycyjnych pomi dzy ró nymi gospo-
darkami (gdy  jest to model wzrostu gospodarki zamkni tej), za  w prezentowanym 
tu modelu wzrostu uwzgl dnia si  przep ywy inwestycyjne pomi dzy gospodarkami 
bogat  oraz biedn .
3) Gospodarka i (dla i=1, 2) inwestuje (u siebie oraz za granic ) w ka dym momencie 
t cz  swojego produktu równ  si  (0;1). Stopa si nazywana b dzie dalej stop  
inwestycji gospodarki i.
4) Inwestycje  nansowane przez gospodark  i (dla i=1, 2) dziel  si  na inwestycje 
realizowane w owej gospodarce (czyli siiYi) oraz inwestycje realizowane w gospodarce 
j (a wi c sjiYi, dla j  i ). Co wi cej, przyjmujemy, e udzia  inwestycji  nansowa-
nych przez gospodark  i a realizowanych w gospodarce j w ogólnych inwestycjach 
gospodarki i (oznaczany dalej przez ijii ss / ) ) jest (po pierwsze) tym wy szy, im 
wy sza jest relacja produktywno ci kapita u pj=yj/kj w gospodarce j w stosunku do 
produktywno ci kapita u pi=yi/ki w gospodarce i oraz (pod drugie) relacja ta opisana 
jest przez funkcj  logitow  dan  wzorem10:

 
tptp

tptpiji
ij

iji /exp1
/2,1 ,  (4)

gdzie 1;0   w równaniu (4) oznacza górn  granic  udzia u inwestycji, które reali-
zowane s  za granic . Je li za  przez:
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tpt

2

1   (5)

oznaczy si  iloraz produktywno ci kapita u w gospodarkach 1 i 2, to z zale no ci 
(4–5) wynika, i :

 /11 1 e
  (6)

10 Poniewa  iloraz pj/pi (przy k1, k2>0) mo na zapisa  jako: 
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no  kapita u jest ni sza, ni  w gospodarkach biedniejszych.
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oraz:

 
e12 .  (7)

Z równa  (6–7) wyci gn  mo na nast puj ce wnioski:
i. Je li 0  (a zatem wówczas, gdy produktywno  kapita u p1 zmierza do zera, 

przy produktywno ci kapita u p2>0), to 1  oraz 2/2 . Czyli wówczas 
gospodarka bogata inwestuje za granic  cz  cznych swoich inwestycji równ  
, za  gospodarka biedna inwestuje w bogatej cz  inwestycji wynosz c  2/ .

ii. Przy  (a wi c w sytuacji przeciwnej do scharakteryzowanej uprzednio) 
2/1   oraz 2 .

iii. Poniewa 11 0/1 dd   oraz 0/2 dd , zatem im wy sza jest relacja produk-
tywno ci kapita u w gospodarce 1 do produktywno ci kapita u w gospodarce 2, 
tym ni szy jest odsetek inwestycji zagranicznych w gospodarce bogatej, wy szy 
za  – w gospodarce biednej.

iv. St d za , e dla ka dego >0 zachodzi 0/ 2
1

2 dd   oraz 0/ 2
2

2 dd  wyci -
gn  mo na wniosek, i  je li iloraz  ro nie, to udzia  1  ( 2 )  spada (ro nie) 
coraz szybciej (wolniej).

v. Udzia y 1  i 2   inwestycji zagranicznych s  sobie równe wtedy i tylko wtedy, 

gdy: 
ee 11 /1 ,, co powoduje, e przy >0 iloraz produktywno ci kapita u 

=p1/p2 musi by  równy 1. Co wi cej, z przedstawionych tu w a ciwo ci funkcji 
(6–7) wynika, e je li iloraz produktywno ci kapita u  jest mniejszy (wi kszy) 
od 1, to 21  ( 21 ),, a zatem gospodarka bogata przeznacza na inwestycje 
zagraniczne wi ksz  cz  swoich inwestycji, ni  gospodarka biedna.
Z za o enia 4 oraz z równania (4) wynika tak e, e:

 1
12

1111 /exp1
11 s

tptp
stts ,  (8)

 1
12

1121 /exp1
s

tptp
stts ,  (9)

 2
21

2222 /exp1
11 s

tptp
stts   (10)

oraz:
 

2
21

2212 /exp1
s

tptp
stts .  (11)

11 Znaki pierwszych i drugich pochodnych funkcji (6–7) bezpo rednio wynikaj  z w a ciwo ci 
funkcji logitowych.
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5) W gospodarce bogatej pracuje odsetek pracuj cych (w obu gospodarkach) równy 
 (0;1), za  w gospodarce biednej – odsetek wynosz cy 1 – . P ynie st d wniosek, 

e:

 tLtLtLtL 121 ,  (12)

gdzie L jest czn  liczb  pracuj cych w obu analizowanych gospodarkach.
6) Liczba pracuj cych w obu gospodarkach ro nie wed ug stopy wzrostu n>0, co 
powoduje, e:

 ntLtLeLtL nt /0 ,  (13)

przy czym L0>0 jest czn  liczb  pracuj cych w momencie t=0.

2.2. RÓWNOWAGA MODELU

Wydajno ci pracy yi=Yi/Li (dla i=1, 2) w obu rozwa anych gospodarkach, zgodnie 
z zale no ciami (1), mo na zapisa  wzorami:

 tktkatyijji jii2,1, .  (14)

Poniewa  dla ka dego i=1, 2 ki=Ki/Li, zatem – po zró niczkowaniu powy szych 
zale no ci wzgl dem czasu t oraz uwzgl dnieniu zwi zków (12–13) – mamy:

 tnk
tL
tK

tL
tLtKtLtK

tk i
i

i

i

iiii
i 2 . (15)

Wstawiaj c do równania ró niczkowego (15) zale no ci (3) dochodzi si  do wzorów:

 tkty
tL
tLtstytstk 112

1

2
121111   (16)

oraz:

 tkty
tL
tLtstytstk 221

2

1
212222 ,  (17)

gdzie dla kolejnych i=1, 2 i = i + n > 0 oznacza stop  ubytku kapita u na pracuj -

cego w gospodarce i. Poniewa  z równa  (12) wynika, i : 
12

1

L
L

 oraz 1

1

2

L
L

, 

wi c równania ró niczkowe (16–17) mo na zapisa  nast puj co:
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tktytstytstk 112121111

1  
 

(18)

i:

 tktytstytstk 221212222 1
.  (19)

Wstawiaj c za  funkcje wydajno ci pracy (14) do równa  (18–19) okazuje si , e:

 
tktktkatstktkatstk

tktktkatstktkatstk

22212112222

11121221111

1

1

.  (20)

Poniewa  dla dowolnych i, j=1, 2 (przy j  i) relacje produktywno ci kapita u 
pi/pj opisuj  zwi zki:

 
1

tk
tk

tp
tp

j

i

j

i ,  (21)

wi c st d oraz z równa  (4) uzyskuje si :

 
1

212

1
11 /exp1 tktktk

tkt   (22)

oraz:

 1
212

1
22 /exp1 tktktk

tkt .   (23)

Wstawiaj c za  równania (22–23) do zwi zków (8–11) mamy:

 11
21

1
2

1
111 /exp1

11 s
tktk

s
tk
tkts ,  (24)

 11
21

1
2

1
121 /exp1

s
tktk

s
tk
tkts ,  (25)
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21

21
2

2

1
222 /exp1

11 s
tktk

s
tk
tkts

 
(26)

oraz:

 
21

21
2

2

1
212 /exp1

s
tktk

s
tk
tkts .  (27)

Po wstawieniu zale no ci (24–27) do uk adu równa  ró niczkowych (20) sprowa-
dzamy go do nast puj cej postaci:

tktktka
tk
tkstktka

tk
tkstk

tktktka
tk
tkstktka

tk
tkstk

2221
2

1
1112

2

1
222

1112
2

1
2221

2

1
111

1
1

11

. 

 

(28)

Uk ad równa  ró niczkowych (28) analizowany b dzie w przestrzeni fazowej 
2;0P . Poka emy te , e w przestrzeni fazowej P rozwa any uk ad równa  

ró niczkowych posiada dok adnie jeden punkt stacjonarny *
2

*
1

* ,kkk . W punkcie 
tym 021 kk , co oznacza, e iloraz *

2
*
1 / kk  jest wówczas pewn  dodatni  liczb  

rzeczywist  . Dlatego te  k* jest rozwi zaniem nast puj cego uk adu równa :

 
*
22

*
21122

*
21

*
22211

1
1

11

kkass

kkass
.  (29)

Dziel c pierwsze przez drugie z równa  uk adu równa  (29) dochodzi si  do zwi zku:

1
1

2

11
2

2

2
2

1

2
1

1

1

1
111 ssss , 

który mo na zapisa  tak e nast puj co:

011
1

1 2
1

2
1

1

11
1

2

11
2

2

2 ssss .

Powy sze równanie zapisa  mo na równie  wzorem:

 0 ,  (30)
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gdzie:

1
2

1

21
1

1

1
1

2

1
2

2

2 11
1

1 ssss . (31)

Ze zwi zku (30) wynika, e dla ka dego >0 sgnsgn . Natomiast 
funkcja  dana wzorem (31) charakteryzuje si  nast puj cymi w a ciwo ciami:

i. Z równa  (22–23) wynika, e 21;02/lim 1
0

 i 1;0lim 2
0

, zatem 

0
lim .

ii. St d za , e 1lim  oraz 2/lim 2  otrzymujemy, i  lim .

iii. Co wi cej, poniewa :

 

1
1

1

2

11
2

2

2

2

1
1'

d
ds

d
ds

2
2

12

1

22
1

11

1

1 1111
d
ds

d
ds , 

0
exp1

exp1
21

1
1

d
d  

 oraz:

 
0

exp1
exp1

21

12
2

d
d

 zatem dla ka dego   (0;+ ) 0' . P ynie st d wniosek, e dla   (0;+ ) 
funkcja   jest funkcj  ci g  oraz rosn c  od –  do + . Dlatego te  (zgodnie 
z w asno ci  Darboux) istnieje dok adnie jedno * > 0, przy którym 0, czyli 
istnieje wy cznie jedno * spe niaj ce równanie (30).
Je li za  istnieje dok adnie jedno * rozwi zuj ce równanie (30), to – z drugiego 

z równa  uk adu równa  (29) – wyci gn  mo na wniosek, e istnieje tak e dok adnie 
jedno 0*

2k  rozwi zuj ce ów uk ad równa . St d za  oraz z podstawienia *
2

*
1 kk  

wnioskujemy, e uk ad równa  ró niczkowych (28) ma wy cznie jeden punkt sta-
cjonarny k*  P.

Macierz Jacobiego J uk adu równa  ró niczkowych (28) okre la zwi zek:

 
2212

2111

//
//

kk
kk

J ,  (32)
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gdzie:

1
2

1
11

21

1
22111

1

1

/
/1 kakk

kkd
dkkks

k
 

1
1

2
1

11
21

2
2212

2

/
/1 kakk

kkd
dkkks , 

2
211

21

1
22111

2

1

/
/1 kakk

kkd
dkkks

k
 

2
211

21

2
2212

2

/
/1 kakk

kkd
dkkks , 

1
2

1
11

21

2
22122

1

2

/
/1 kakk

kkd
dkkks

k
 

1
2

1
11

21

1
2211

1

/
/

1
kakk

kkd
dkkks  

oraz:

2
211

21

2
22122

2

2

/
/1 kakk

kkd
dkkks

k

2
2

211
21

1
2211

1

/
/

1
kakk

kkd
dkkks . 

W punkcie stacjonarnym k*  P zachodz  zwi zki:

 *
2

1*
1

*
2

2*
2

1*
1

*
111

11 kkaskkas  (33)

i:

 1*
2

*
1

*
1

11*
2

*
1

*
222 1

1 kkaskkas .  (34)

Z zale no ci (32–34) p ynie wniosek, e w punkcie stacjonarnym k*  P macierz 
Jacobiego J (oznaczan  dalej przez J*) zapisa  mo na wzorem:
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 2221

1211*

jj
jj

J , 
 

(35)

gdzie12:
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1*
2

1*
1

*
1

1*
2

*
1111

*

11 kkak
d
dksj  

011 1*
2

1*
1

*
1

2*
2

*
2

2

*

kkak
d
dks , 

2*
2

*
1

*
1

1*
2

*
1112

*

1 kkak
d
dksj  

01 2*
2

*
1

*
1

2*
2

*
2

2

*

kkak
d
dks , 

1*
2

1*
1

*
1

2*
2

*
2221

*

1 kkak
d
dksj  

0
1

1*
2

1*
1

*
1

1*
2

*
1

1

*

kkak
d
dks  

oraz:

 

2*
2

*
1

*
1

2*
2

*
2222

*

11 kkak
d
dksj  

01
1

2*
2

*
1

*
1

1*
2

*
1

1

*

kkak
d
dks . 

Warto ci w asne macierzy Jacobiego (35) s  pierwiastkami nast puj cego rów-
nania:

 0det **2 JtrJ .  (36)

12 Zapis: 
*d

d i  (dla i=1, 2) oznacza  b dzie dalej warto  pochodnej funkcji i w punkcie *. 

Rozwa aj c za  znaki wyra e  jij (dla i.j=1, 2) nale y równie  pami ta  o tym, e – zgodnie z równa-

niami (22–23) – dla dowolnego >0: 
j

01

d
d  oraz 02

d
d .
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Pierwiastki równania (36) s  liczbami rzeczywistymi, gdy  jego wyró nik:

.0det 21122112
2

221121122211
2

2211
*2* jjjjjjjjjjjjJtrJ  

Z wzorów Viete’a oraz równania (36) wynika, i  sum  1 + 2 oraz iloczyn 
1 2 warto ci w asnych macierzy Jacobiego J* okre laj  zwi zki 1 + 2 = trJ* 

i 1 2 = detJ*. Poniewa  trJ* = j11 + j22 < 0, zatem suma warto ci w asnych jest 
rzeczywist  liczb  ujemn .

Iloczyn j11j22 mo na za  zapisa  nast puj co:

2*
2

12*
1

2
2

2*
2

12*
1

2
12

*
2

1*
12112211

1
1

kksukksukkssuajj ,(37)

gdzie:

 

*
1

2*
2

*
2

*
1

1*
2

*
11

**

1111 k
d
dkk

d
dku  

*
1

1*
2

*
1

*
1

2*
2

*
2

**

11 k
d
dkk

d
dk , 

*
1

1*
2

*
1

*
1

1*
2

*
12

**

111 k
d
dkk

d
dku  

i:

 

*
1

2*
2

*
2

*
1

2*
2

*
2

**

111 k
d
dkk

d
dku . 

Ponadto:

2*
2

12*
1

2
2

2*
2

12*
1

2
12

*
2

1*
12112112

1
1

kksvkksvkkssvjj ,(38)

przy czym:

 

*
1

2*
2

*
2

*
1

1*
2

*
11

**

11 k
d
dkk

d
dkv

*
1

1*
2

*
1

*
1

2*
2

*
2

**

k
d
dkk

d
dk , 

*
1

1*
2

*
1

*
1

1*
2

*
12

**

1 k
d
dkk

d
dkv  
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oraz:

**

2*
2

*
2

*
1

2*
2

*
2 1

d
dkk

d
dkv . 

Poniewa  1 –  >  i 1 –  > , gdy  (  + )  (0;1), zatem:

*
1

2*
2

*
2

*
1

1*
2

*
11

**

11 k
d
dkk

d
dku  

1
*
1

1*
2

*
1

*
1

2*
2

*
2

**

vk
d
dkk

d
dk . 

Podobnie:

2
*
1

1*
2

*
1

*
1

1*
2

*
12

**

1 vk
d
dkk

d
dku

oraz:

*
1

2*
2

*
2

*
1

2*
2

*
2

**

1 vk
d
dkk

d
dku . 

St d za , e dla ka dego i=1, 2, 3 ui>vi oraz z równa  (37–38) wynika, e 
detJ* = j11j22 – j12j21 > 0.

Poniewa  lad macierzy Jacobiego J* jest ujemny, za  jej wyznacznik dodatni, 
wi c obie warto ci w asne tej macierzy s  rzeczywistymi liczbami ujemnymi. To za  
– na mocy twierdzenia Grobmana-Hartmana (por. Ombach, 1999, twierdzenie 6.2.1) 
– gwarantuje, i  punkt stacjonarny k* uk adu równa  ró niczkowych (28) jest punk-
tem asymptotycznie stabilnym. Dlatego te  punkt ten jest punktem d ugookresowej 
równowagi rozwa anego tu modelu wzrostu.



Katarzyna Filipowicz, Rafa  Wis a, Tomasz Tokarski20

3. KALIBRACJA PARAMETRÓW MODELU I SYMULACJE NUMERYCZNE

3.1. KALIBRACJA PARAMETRÓW MODELU13

Kalibracj  parametrów analizowanego modelu wzrostu autorzy rozpocz li od 
próby wyznaczenia warto ci parametrów  i . W tym celu wyszli od tzw. dekom-
pozycji Solowa (1957) oraz grawitacyjnego modelu wzrostu gospodarczego z prac 
Mroczek, Tokarskiego (2014) i Mroczek i innych (2014). Z dekompozycji Solowa 
wynika, e   1/3. Natomiast kalibracja parametrów grawitacyjnego modelu 
wzrostu daje warto   nieco mniejsz  od /3. Gdyby wi c przyj , e =1/3 oraz 

=1/9, to z równania (2) uzyskuje si , e 
9/2

2

1

2

1

tk
tk

ty
ty , co przy k1/k2=5 daje 

y1/y2  1,430. Relacja y1/y2  1,430 wydaje si  wielko ci  mocno niedoszacowan . Co 

wi cej, gdyby za o y , e nie wyst puje oddzia ywanie kj na yi (dla i  j), czyli =0, 

to równanie (2) przy =1/3 sprowadza si  do zale no ci 
2

1

2

1

tk
tk

ty
ty   i wówczas 

dla k1/k2=5 mamy: y1/y2  1,710. Wielko  ta równie  wydaje si  niedoszacowana14.
Dlatego te  kalibruj c parametry prezentowanego modelu wzrostu autorzy zdecy-

dowali si  ustali  elastyczno   (przy dodatkowym za o eniu, e =0,3 ) na takim 
poziomie, by przy k1/k2=5 iloraz wydajno ci pracy y1 i y2 równy by  3. Wówczas, 

zgodnie z równaniem (2), powinien by  spe niony zwi zek: 9752,0
5ln7,0

ln , co 

powoduje, e   0,2925, a zatem  +  > 1. Poniewa  suma elastyczno ci  i  
(zgodnie z przyj tymi w punkcie 3 za o eniami) winna by  mniejsza od 1, zatem zde-

cydowano si  na analogiczn  kalibracj  parametrów  i  przy k1/k2=5 oraz y1/y2=2. 

13 Por. te  Mroczek, Tokarski (2015a), gdzie w podobnym modelu wzrostu (ale przy egzogenicz-
nych stopach inwestycji) skalibrowano parametry opisuj ce funkcjonowanie dwóch analogicznych typów 
gospodarek.

14 Rzecz jasna, przyjmuj c za o enie, e w ka dej z analizowanych gospodarek funkcja wydajno ci 
pracy dana jest wzorem: iii kay , (gdzie ai>0 oznacza czn  produkcyjno  czynników produkcji 

w i-tej gospodarce, dla i=1, 2), mamy: 
2

1

2

1

2

1

k
k

a
a

y
y   i wówczas (nawet przy =1/3) mo na dobra  

czne produkcyjno ci czynników produkcji ai tak, by przy k1/k2=5 relacja y1/y2 równa by a 3 lub 4. Ale 
w tym przypadku nale y przyj , e albo relacja a1/a2 (z jaki  tajemniczych wzgl dów) jest dana raz na 
zawsze, albo (jak ma to miejsce implicite w modelach Mankiwa-Romera-Weila, 1992; Nonnemana-Van-
houdta, 1996; Lucasa, 1988 i w prezentowanym w tym opracowaniu modelu wzrostu gospodarczego) 
mo na endogenizowa  czn  produkcyjno  czynników produkcji w ka dej z gospodarek.
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Wówczas uzyskano ,0
5ln7,0

2ln  oraz  = 0,3   0,184615. Przy tej kalibracji 

parametrów  i  wyj ciowa relacja produkcyjno ci kapita u p1/p2 wynosi 0,4. 

Maj c skalibrowane warto ci   0,6153 oraz   0,1846 autorzy przyj li arbi-
tralnie, e stopy ubytku kapita u na pracuj cego w ka dej z badanych typów równe 
s  6% (a wi c 1 = 2 = 0,06), a = 1 oraz, e 15,0 . Pozwoli o to (przy ustalonych 
warto ciach k1 i k2 oraz s1 i s2 w roku t=1) na obliczenie stóp sij (dla i, j = 1, 2) 
w kolejnych latach t>1.

O stopach s1 oraz s2 za o ono w kolejnych wariantach, e s1 = 0,25 i s2 = 0,2 
(prezentowane dalej warianty A) lub s1 = s2 = 0,225 (warianty B) lub s1 = 0,2 i s2 = 
0,25 (warianty C w tabeli 1).

Przyj to te , e wyj ciowa relacji technicznego uzbrojenia pracy równa by a 5, co 
daje iloraz wyj ciowych poziomów wydajno ci pracy y1/y2 równy 2.

3.2. SYMULACJE NUMERYCZNE

Model symulacyjny opisany jest przez nast puj ce równania (odpowiadaj ce 
w czasie dyskretnym równaniom modelu z punktu 3 oraz skalibrowanym jego para-
metrom):

 ,0,02,1, jtitit kkyjiji ,   (39)

 1
12

11 /exp1
15,01 s

pp
s

tt
t ,  (40)

 1
12

21 /exp1
15,0 s

pp
s

tt
t ,  (41)

 2
21

22 /exp1
15,01 s

pp
s

tt
t ,  (42)

 
2

21
12 /exp1

15,0 s
pp

s
tt

t ,  (43)

15 Skalibrowana elastyczno    0,6153 jest zbli ona do oszacowanych elastyczno ci funkcji 
wydajno ci pracy w polskich województwach prezentowanych w pracy Mroczek, Tokarskiego (2013).
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,0

2,1,
it

jt

jt

it

k
k

p
pjiji ,   (44)

 1112112111111 06,01
tttttt kysysk   (45)

oraz:

 1211121121222 06,0
1 tttttt kysysk .  (46)

Wyniki symulacji numerycznych modelu opisanego przez równania (39–46), przy 
udziale pracuj cych  zmieniaj cym si  od 20% do 80% co 10 punktów procento-
wych, zestawiono w tabeli 1. 

Z tabeli 1 oraz symulacji numerycznych wyci gn  mo na nast puj ce wnioski:
– Gdyby w gospodarce bogatej pracowa o 20% pracuj cych w obu gospodarkach, 

to gospodarka biedna nigdy nie dogoni aby gospodarki bogatej. Wyst pi jednak 
wówczas proces cz ciowej konwergencji technicznego uzbrojenia pracy i wydaj-
no ci pracy. Po 25 latach relacje technicznego uzbrojenia pracy spadn  bowiem do 
ok. 1,609–2,317, wydajno ci pracy – do 1,227–1,436, po 50 latach (odpowiednio) 
do 1,369–2,029 oraz 1,145–1,356, po 100 latach – 1,327–1,965 i 1,130–1,338, 
by w d ugim okresie ustabilizowa  si  na poziomie 1,325–1,961 (w przypadku 
technicznego uzbrojenia pracy) oraz 1,129–1,336 (w przypadku wydajno ci 
pracy).

– Równie  30% udzia  pracuj cych w gospodarce bogatej prowadzi  b dzie jedynie 
do cz ciowej konwergencji kapita u i produktu na pracuj cego. Po 25 latach 
techniczne uzbrojenia pracy w gospodarce bogatej b dzie o 37,4%–102,1% wy -
sze ni  w gospodarce biednej, po 50 latach o 11,1%–71,6% wy sze, po 100 latach 
– o 5,9%–64,5%, by w d ugim okresie iloraz k1/k2 ukszta towa  si  na poziomie 
1,056–1,640. Analogiczne relacje wydajno ci pracy w wariantach 2ABC wynosi  
powinny 1,147–1,354 (po 25 latach), 1,046–1,262 (po 50 latach), 1,025–1,239 (po 
100 latach) i 1,024–1,237 (w d ugookresowej równowadze).

– Do podobnych wniosków prowadz  warianty 3AB. Natomiast w wariancie 3C 
gospodarka biedna powinna po 41 latach dogoni  gospodark  bogat  tak pod 
wzgl dem technicznego uzbrojenia pracy, jak i wydajno ci pracy. D ugookresowe 
relacje technicznego uzbrojenia pracy powinny by  wówczas równe 0,900, wydaj-
no ci za  pracy – 0,956.

– Przy 50% udziale pracuj cych w obu gospodarkach i 25% stopie inwestycji 
w gospodarce bogatej oraz 20% stopie inwestycji w gospodarce biednej gospo-
darka biedna nigdy nie dogoni bogatej. Po 25 latach relacja technicznego uzbro-
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jenia pracy ukszta tuje si  na poziomie 1,610, wydajno ci pracy – 1,228, po 
50 latach (odpowiednio) 1,334 i 1,132, po 100 latach – 1,271 i 1,109, za  w d ugim 
okresie gospodarka bogata b dzie cieszy a si  o 26,7% wy szym poziomem tech-
nicznego uzbrojenia pracy oraz o 10,7% wy sz  wydajno ci  pracy. W wariancie 
4B w d ugim okresie gospodarka biedna dogoni bogat  (po 50 latach techniczne 
uzbrojenie pracy w gospodarce bogatej b dzie wy sze ni  w biednej tylko o 6,6%, 
za  wydajno  pracy – jedynie o 2,8%). Natomiast wariant 4C doprowadzi do 
tego, e gospodarka pocz tkowo biedna po 30 latach cechowa  si  b d  wy -
szym poziomem kapita u i produktu na pracuj cego, ni  gospodarka pocz tkowo 
bogata. W wariancie tym d ugookresowa relacja technicznego uzbrojenia pracy 
powinna wynosi  0,789, natomiast wydajno ci pracy – 0,903.

– 60% udzia  pracuj cych w gospodarce bogatej powinien prowadzi  do tego, e 
w wariancie 5A gospodarka biedna nigdy nie dogoni bogatej, jednak zmniejszy 
w d ugim okresie relacj  technicznego uzbrojenia pracy do 1,111 oraz wydajno ci 
pracy do 1,046. Warianty 5BC sugeruj , e gospodarka biedna prze cignie gospo-
dark  bogat  po up ywie 39 lat (wariant 5B) lub 24 lat (5C). W tych wariantach 
relacje d ugookresowej technicznego uzbrojenia pracy powinny ukszta towa  si  
na poziomach (odpowiednio) 0,884 i 0,698, za  wydajno ci pracy – 0,948 oraz 
0,856.

– Przy 70% udziale pracuj cych w gospodarce 1 gospodarka ta stanie si  gospo-
dark  biedn  po 19–46 latach. Po 25 latach wydajno  pracy w gospodarce 1 
b dzie o 7,7% (wariant 6A) lub 0,9% (6B) wy sza ni  w gospodarce 2, b d  te  
o 5,9% ni sza (wariant 6C) ni  w gospodarce 2. Po 50 latach relacje wydajno ci 
pracy powinny si  kszta towa  na poziomie 0,995, 0,915 lub 0,836, po 100 latach 
– 0,978, 0,893 lub 0,810, by w d ugim okresie ustabilizowa  si  na poziomie 
mi dzy 0,808 a 0,977.

– Do podobnych wniosków mo na doj  rozwa aj c warianty 7ABC. W tych 
wariantach gospodarka pocz tkowo biedna dogoni gospodark  pocz tkowo bogat  
ju  po up ywie 14 (wariant 7C), 17 (7B) lub 20 lat (7A). D ugookresowe relacje 
technicznego uzbrojenia pracy winny si  wówczas ustabilizowa  na poziomach 
0,510–0,755, wydajno ci za  pracy – 0,748–0,886.

4. PODSUMOWANIE

Prowadzone w pracy rozwa ania mo na podsumowa  nast puj co:
I. Zaprezentowany w opracowaniu dwubiegunowy model wzrostu bazuje na neo-

klasycznym modelu wzrostu Solowa (1956) i jego pó niejszych rozszerzeniach. 
Model ten wpisuje si  w szeroki nurt rozwa a  nad przyczynami procesów 
polaryzacji rozwoju ekonomicznego, b d cych wynikiem zró nicowanej pro-
duktywno ci czynników produkcji oraz kierunków i dynamiki przep ywów inwe-
stycyjnych. W zwi zku z tym szerszym kontekstem dla opisanego modelu s  m.in. 
teoria kumulatywnej przyczynowo ci (Myrdal, 1957; Kaldor, 1970), teoria pola-
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ryzacji (Hirschmann, 1958) oraz teoria centrum i peryferii (Friedmann, Weaver, 
1979).

II. W dwubiegunowym modelu wzrostu gospodarczego przyjmuje si , e pomi dzy 
dwoma typami gospodarek wyst puj  przep ywy inwestycyjne, które zale n  od 
relacji produktywno ci kapita u w tych gospodarkach. St d proces akumulacji 
kapita u rzeczowego w ka dej z gospodarek jest zarówno wynikiem oszcz dno-
ci krajowych, jak i inwestycji zagranicznych. 

III. W modelu zak ada si  m.in., i  udzia  inwestycji zagranicznych danej gospo-
darki w jej inwestycjach ogó em jest opisany przez funkcj  logitow  i zale y 
od ilorazu produktywno ci kapita u w obu typach gospodarek. Im wy sza jest 
relacja produktywno ci kapita u w gospodarce bogatej w stosunku do gospo-
darki biednej, tym ni szy jest udzia  inwestycji zagranicznych w gospodarce 
bogatej i tym wy szy jest odsetek inwestycji zagranicznych w gospodarce bied-
nej. Ponadto, gdy produktywno  kapita u w gospodarce bogatej jest ni sza, 
ni  w gospodarce biednej, to kraje bogate przeznaczaj  wi ksz  cz  swoich 
inwestycji na inwestycje zagraniczne od krajów biednych. 

IV. Rozwa any model wzrostu posiada asymptotycznie stabilny, nietrywialny punkt 
stacjonarny. O punkcie tym przyjmuje si , i  jest to punkt d ugookresowej rów-
nowagi rozwa anych gospodarek.

V. By móc przeprowadzi  symulacje numeryczne stanów d ugookresowej równo-
wagi skalibrowano podstawowe parametry modelu. Parametr , czyli elastycz-
no  wydajno ci pracy w bogatej (biednej) gospodarce wzgl dem technicznego 
uzbrojenia pracy w bogatej (biednej) gospodarce zosta  wyznaczony na poziomie 
równym ok. 0,6153. Natomiast parametr , czyli elastyczno  cznej produk-
tywno ci czynników produkcji w bogatej (biednej) gospodarce wzgl dem kapi-
ta u na pracuj cego w biednej (bogatej) gospodarce skalibrowano na poziomie 
wynosz cym ok. 0,1846. Przyj to tak e, e górna granica udzia u inwestycji, 
które realizowane s  za granic  równa jest 15%, a stopy ubytku kapita u na 
pracuj cego wynosz  6% w ka dym z analizowanych typów gospodarek.

VI. Symulacje numeryczne pozwoli y na oszacowanie d ugookresowych relacji 
pomi dzy gospodarkami bogatymi i biednymi w poziomie technicznego uzbro-
jenia pracy, wydajno ci pracy oraz produktywno ci kapita u. Symulacje umo -
liwi y tak e wyliczenie horyzontu czasowego, w którym gospodarka biedna 
mog aby dogoni  gospodark  bogat  pod wzgl dem poziomu analizowanych 
w pracy zmiennych makroekonomicznych. 

VII. W analizach numerycznej przyj to, i  wyj ciowa relacja pomi dzy poziomem 
technicznego uzbrojenia pracy w gospodarce bogatej i w gospodarce biednej 
równa jest 5. Symulacje numeryczne przeprowadzono dla siedmiu poziomów 
udzia u pracuj cych w gospodarce bogatej (od 20% do 80% co 10 punktów pro-
centowych). Dodatkowo dla ka dego poziomu owego udzia u rozwa ano trzy 
warianty stóp inwestycji – pierwszy, w którym stopa inwestycji w gospodarce 
bogatej wynosi 25%, a w biednej 20%; drugi – stopy inwestycji s  równe 22,5% 
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w ka dej z gospodarek; trzeci – stopa inwestycji w gospodarce bogatej wynosi 
20%, a w biednej 25%. 

VIII. Je li w krajach bogatych pracowa  b dzie 20% i 30% udzia  pracuj cych, to 
niezale nie od przyj tego wariantu stóp inwestycji gospodarka biedna nigdy nie 
dogoni bogatej. Przy udziale tym równym 40% kraje biedne dogoni yby bogate 
tylko przy trzeciej kombinacji stóp inwestycji (czyli inwestuj c o 5 punktów 
procentowych wi cej ni  kraje bogate). Przy 50% i 60% udziale pracuj cych 
w krajach bogatych, gospodarki biedne mog yby dogoni  gospodarki bogate 
tylko w sytuacji, gdy stopy inwestycji b d  w nich równe lub wy sze ni  w kra-
jach bogatych. Za  przy 70% i 80% udziale pracuj cych w krajach bogatych 
gospodarki biedne prze cign  gospodarki bogate niezale nie od tego, który 
z rozwa anych wariantów stóp inwestycji zostanie w nich przyj ty.

Katarzyna Filipowicz, Rafa  Wis a, Tomasz Tokarski – Uniwersytet Jagiello ski
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PRODUKTYWNO  KAPITA U A INWESTYCJE ZAGRANICZNE W DWUBIEGUNOWYM 
MODELU WZROSTU GOSPODARCZEGO – ANALIZA KONWERGENCJI

S t r e s z c z e n i e

W artykule konstruuje si  dwubiegunowy model wzrostu gospodarczego, którego g ównymi za o-
eniami s : (1) przep ywy inwestycyjne zale ne od relacji produktywno ci kapita u w dwóch typach 

gospodarek – umownie nazywanych bogatymi i biednymi, (2) udzia  inwestycji zagranicznych danej 
gospodarki w jej inwestycjach ogó em jest opisany przez funkcj  logitow  i zale y od ilorazu produk-
tywno ci kapita u w obu typach gospodarek. Podstawowym celem artyku u jest empiryczna wery  -
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kacja modelu i jego za o e  poprzez analiz  oddzia ywania inwestycji krajowych i zagranicznych na 
równowag  d ugookresowego wzrostu gospodarczego. Prezentowany w opracowaniu dwubiegunowy 
model wzrostu gospodarczego bazuje na neoklasycznym modelu wzrostu Solowa i jego pó niejszych 
rozszerzeniach. Model ten wpisuje si  w szeroki nurt rozwa a  nad przyczynami procesów polaryzacji 
rozwoju ekonomicznego, b d cych wynikiem zró nicowanej produktywno ci czynników produkcji oraz 
kierunków i dynamiki przep ywów inwestycyjnych. Przeprowadzone symulacje numeryczne pozwoli y 
na oszacowanie d ugookresowych relacji pomi dzy gospodarkami bogatymi i biednymi w poziomie 
technicznego uzbrojenia pracy, wydajno ci pracy oraz produktywno ci kapita u. Symulacje umo liwi y 
równie  wyliczenie horyzontu czasowego, w którym gospodarka biedna mog aby dogoni  gospodark  
bogat  pod wzgl dem poziomu analizowanych zmiennych makroekonomicznych.

S owa kluczowe: dwubiegunowy model wzrostu gospodarczego, grawitacyjny model wzrostu 
gospodarczego, determinanty przep ywów inwestycyjnych

CAPITAL PRODUCTIVITY AND FOREIGN INVESTMENTS IN THE BIPOLAR ECONOMIC 
GROWTH MODEL – CONVERGENCE ANALYSIS

A b s t r a c t

In this article, the authors have been constructing a bipolar economic growth model, whose main 
assumptions are: investment  ows depend on the ratio of capital productivity in two types of economies 
– conventionally called the rich and the poor, and the share of foreign investments in the economy of its 
total investment is described by logit function and depends on the ratio of capital productivity in both 
types of economies. The main purpose of this paper, is the empirical veri  cation of the bipolar economic 
growth model and its assumptions, by analyzing the impact of domestic and foreign investments on 
the long-term economic growth balance. The bipolar economic growth model is based on the Solow’s 
neoclassical growth model and its subsequent extensions. The bipolar economic growth model enters into 
a broad current investigation of the causes of polarization processes of economic development. Nume-
rical simulations allows an estimate of the long-term relationship between the rich and poor economies, 
in regard to the capital-labour ratio, labor ef  ciency and capital productivity. The simulations also allow 
the calculation of the time horizon over which the poor economy would equal the rich economy in terms 
of the level of macroeconomic variables analyzed.

Keywords: Bipolar Economic Growth Model, Gravity Economic Growth Model, Determinants of 
Investment Flows


