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ADEKWATNO  WYBRANYCH ROZK ADÓW TEORETYCZNYCH 
DOCHODÓW W ZALE NO CI OD METODY APROKSYMACJI1

1. WPROWADZENIE

Ostatecznym wynikiem bada  statystycznych jest cz sto pewien parametr licz-
bowy, syntetycznie charakteryzuj cy badan  zbiorowo  ze wzgl du na okre lon  
cech  statystyczn . W przypadku dochodów ludno ci takim parametrem jest na przy-
k ad wspó czynnik Giniego. Wspó czynnik ten zwykle obliczany jest bezpo rednio 
na podstawie szeregów rozdzielczych. Mo liwe jest jednak alternatywne podej cie: 
mo na szereg rozdzielczy aproksymowa  jakim  rozk adem teoretycznym, a nast p-
nie rozk ad ten wykorzysta  do obliczenia (aproksymacji) wspó czynnika Giniego. 
Wyniki obu post powa  mog  by  – i zwykle s  – ró ne, podobnie jak ró ni  si  
mog  wyniki otrzymywane przy u yciu ró nych rozk adów teoretycznych.

Inspiracj  do przeprowadzenia bada  przedstawionych w niniejszej pracy by y 
wyniki uzyskane przez McDonalda i Ransoma (1979) na podstawie danych angiel-
skich. W cytowanej pracy autorzy ci porównywali warto ci dwóch charakterystyk 
liczbowych rozk adów dochodów (warto ci redniej i wspó czynnika Giniego), 
uzyskiwanych przy aproksymacji szeregu rozdzielczego dochodów kilkoma ró -
nymi rozk adami teoretycznymi i kilkoma ró nymi technikami szacowania bada-
nych wielko ci. Jako miara „dobroci dopasowania” danego rozk adu teoretycznego 
przyj ta by a wielko  sumy odchyle  kwadratowych oraz warto ci statystyki 2. 
Nast pnie autorzy porównywali otrzymane rezultaty (warto ci rednie oraz warto ci 
wspó czynnika Giniego) pomi dzy sob  (czyli dla ró nych rozk adów teoretycznych 
i ró nych technik obliczeniowych), w przypadku wspó czynnika Giniego odnosz c 
je dodatkowo do ogranicze  dla tej wielko ci wyznaczonych przez Gastwirtha 
(1972).

Niniejsza praca pod wzgl dem metodycznym jest niemal dok adnym powtórze-
niem pracy McDonalda i Ransoma z t  ró nic , e dane uwzgl dnione w badaniu 
dotyczy y ca ej populacji (wspólnie rozliczaj cych podatki par ma e skich w okre lo-

1 Autorka wyra a wdzi czno  anonimowym Recenzentom za krytyczne uwagi do pierwszej wersji 
pracy, które pomog y spojrze  na przeprowadzone badanie z zupe nie innej perspektywy oraz pozwoli y 
dostrzec u omno  prezentacji uzyskanych wyników.  
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nym regionie Dolnego l ska), zatem wyniki uzyskane za pomoc  ró nych rozk adów 
teoretycznych i ró nych technik obliczeniowych mog y by  porównywane nie tylko 
pomi dzy sob , ale równie  z wynikami cis ymi, obliczonymi na podstawie szeregu 
szczegó owego dla ca ej populacji. Ponadto, poza wspó czynnikiem Giniego, analizie 
poddano takie charakterystyki, jak odchylenie standardowe, wspó czynnik Theila oraz 
trzy wska niki z rodziny wspó czynników Atkinsona.

Rozk ady dochodów modelowane s  za pomoc  ró nych rozk adów teoretycz-
nych (por. np. Kot, 1999; Ko ny, 2001; Ulman, 2011). W ród nich szczególn  rol  
odgrywa rozk ad logarytmiczno-normalny, prawdopodobnie najcz ciej przyjmowany 
jako teoretyczny model dochodów. Spo ród innych wymieni  mo na rozk ad Pareto, 
Weibulla, czy te  zdobywaj c  ostatnio coraz wi ksz  popularno  funkcj  logaryt-
miczno-logistyczn  (np. Kot, Adamkiewicz-Drwi o, 2013). Singh i Maddala (1976) 
zaproponowali rozk ad b d cy uogólnieniem rozk adów Pareto z jednej i Weibulla 
z drugiej strony, który, jak si  okaza o, bardziej pasowa  do badanych przez nich 
dochodów ni  rozk ady gamma i log-normalny. Rozk ad ten by  tak e badany przez 
polskich autorów (por. Kot, 1995). Do modelowania rozk adów dochodów stosowano 
równie  i znacznie mniej „popularne” rozk ady, takie jak rozk ad Champernowne’a 
(por. Champernowne, 1953) czy uogólniony rozk ad beta (por. Thurow, 1970). Roz-
k ad beta uwa any jest za najlepszy model teoretyczny rozk adu dochodów, mimo 
to – prawdopodobnie z powodu du ych wymaga  obliczeniowych wynikaj cych 
z konieczno ci okre lenia wielu parametrów – wykorzystywany jest stosunkowo 
rzadko w pracach dotycz cych zastosowa . Warto zwróci  uwag  na propozycj  
przedstawion  przez Daguma (1977). Proponuje on wykorzysta  uogólniony rozk ad 
log-logistyczny. Dobre dopasowanie tej funkcji do danych empirycznych zosta o 
zbadane, potwierdzone i przedstawione w literaturze (por. Dagum, Lemmi, 1987). 
Rozk ad ten stosowany by  równie  do modelowania rozk adów dochodów w Polsce 
(np. Panek, Szulc, 1991).

Jako e celem niniejszej pracy jest badanie wp ywu przyj cia takiego lub innego 
modelu na ocen  dok adno ci miar nierówno ci, zbadano typowe rozk ady stosowane 
w praktyce: rozk ad log-normalny, gamma, Singh-Maddala, log-logistyczny oraz 
rozk ad Daguma. Parametry badanych rozk adów wyznaczano za pomoc  pi ciu 
ró nych metod. Trzy z nich stosowane by y w pracy McDonalda i Ransoma (metoda 
najmniejszych kwadratów, metoda najwi kszej wiarygodno ci, kryterium minimum 
statystyki 2), za  dwie dodatkowe metody to: zmody  kowana metoda minimum 2  
oraz „mechaniczna” metoda dopasowania rozk adu teoretycznego do danych empi-
rycznych.

Dalszy uk ad pracy jest nast puj cy. W cz ci nast pnej zde  niowane s  teore-
tyczne funkcje badanych rozk adów oraz de  nicje badanych charakterystyk liczbo-
wych. W cz ci trzeciej przedstawiono metody obliczania tych parametrów. Po tej 
cz ci wprowadzaj cej przedstawione s  wyniki przeprowadzonych oblicze . Artyku  
ko czy krótkie podsumowanie ca o ci bada .
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2. WIELKO CI CHARAKTERYZUJ CE ROZK AD 
I TEORETYCZNE ROZK ADY DOCHODÓW

W cz ci tej przedstawiona jest posta  rozk adów teoretycznych, stanowi cych 
przedmiot badania, i ich wybranych charakterystyk. Na pocz tek wybrane charak-
terystyki zde  niowane zostan  w sposób ogólny: w przypadku niektórych funkcji 
rozk adu mog  one przybra  bardziej zwi z  posta , wyra on  poprzez parametry 
rozk adu.

Analizie poddano pi  charakterystyk liczbowych rozk adu dochodów:
– warto  rednia, na podstawie szeregu szczegó owego liczona nast puj co:

   (1)

gdzie xi oznaczaj  poszczególne indywidualne obserwacje, a N – liczebno  badanej 
populacji;

oraz na podstawie dopasowanej funkcji g sto ci:

   (2)

gdzie f(x) oznacza funkcj  g sto ci prawdopodobie stwa rozk adu teoretycznego. 

– odchylenia standardowe, liczone odpowiednio wed ug wzorów:

   (3)

oraz:

 .  (4)

– wspó czynnik Giniego, liczony ze wzorów:

   (5)

oraz:
   (6)

gdzie F(x) oznacza dystrybuant  rozk adu teoretycznego.

– wspó czynnik Theila, liczony ze wzorów:

   (7)
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oraz:

 .  (8)

– wspó czynnik Atkinsona, liczony jako:

   (9)

oraz:
 .   (10)

Warto ci wspó czynnika Atkinsona obliczane s  dla trzech ró nych warto ci parame-
tru : 0,1, 0,5 i 0,8.

Do analizy wybrano pi  podanych ni ej rozk adów:

– rozk ad logarytmiczno-normalny (por. Aitchison, Brown, 1969):

   (11)

gdzie  jest parametrem po o enia, a  – kszta tu.
Warto  rednia i odchylenie standardowe dla rozk adu log-normalnego wyra aj  si  
poprzez jego parametry w nast puj cy sposób:

 .  (12)

– rozk ad gamma (por. Salem, Mount, 1974):

   (13)

gdzie  oznacza funkcj  gamma Eulera,  jest parametrem po o enia, a  kszta tu.
Warto  rednia i odchylenie standardowe wyra aj  si  poprzez parametry rozk adu 
w sposób nast puj cy:

 .  (14)

Znana jest równie  analityczna posta  wspó czynnika Giniego dla tego rozk adu:

 .    (15)
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– rozk ad logarytmiczno-logistyczny (Fisk, 1961):

   (16)

gdzie b jest parametrem po o enia, i a – parametrem kszta tu.
Dla rozk adu log-logistycznego warto  rednia istnieje, gdy a > 1, a odchylenie 
standardowe gdy a > 2, i wyra aj  si  wzorami:

 .  (17)

W rozk adzie tym wspó czynnik Giniego ma wyj tkowo prost  posta :

 .  (18)

– rozk ad Daguma, b d cy uogólnieniem rozk adu log-logistycznego (por. Dagum, 
1977): 

 .  (19)

Jak wida , w porównaniu do funkcji log-logistycznej ma ona dodatkowy parametr 
kszta tu, c. Z porównania funkcji (16) i (19) wynika, e rozk ad log-logistyczny jest 
szczególnym przypadkiem rozk adu Daguma, dla c = 1. Warto  rednia i odchylenie 
standardowe dla rozk adu Daguma maj  nast puj c  posta :

   (20)

a warunkiem ich istnienia jest a > 1 (dla warto ci redniej) i a > 2 (dla odchylenia 
standardowego). Wspó czynnik Giniego wyra a si  wzorem:

 .  (21)
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– rozk ad Singh-Maddala (por. Singh, Maddala, 1976):

 .   (22)

W tym przypadku równie  mo na zauwa y , e rozk ad log-logistyczny jest szcze-
gólnym przypadkiem rozk adu Singh-Maddala, dla c = 1. Warto  rednia istnieje, 
gdy ac > 1, a odchylenie standardowe gdy ac > 2. Okre lone s  one wyra eniami:

  

 . (23)

Znana jest równie  analityczna posta  wspó czynnika Giniego dla tego rozk adu:

 .  (24)

Kleiber (1996) wykaza , i  pomi dzy rozk adem Daguma a rozk adem Singh-Maddala 
istnieje cis e powi zanie. Gdy zmienna losowa X ma rozk ad Daguma z parametrami 
a, b i c wówczas jej odwrotno , czyli zmienna losowa 1/ X, ma rozk ad Singh-Mad-
dala z parametrami a, 1/b i c.

Pozosta e charakterystyki liczbowe, których postaci analityczne nie zosta y tu 
podane, mog  by  wyznaczone numerycznie na podstawie ogólnych wzorów, (6), (8) 
i (10).

Analizowane dane o dochodach pochodz  z Izby Skarbowej Wroc aw-Fabryczna 
i dotycz  19487 ma e stw wspólnie rozliczaj cych podatki za rok 2007. Na podstawie 
danych dotycz cych dochodów w tej zbiorowo ci skonstruowano szereg rozdzielczy, 
oznaczony Sc. Nast pnie z populacji tej wyodr bniono dwie podpopulacje: ma e stw 
bezdzietnych, licz c  10625 ma e stw (skonstruowany szereg rozdzielczy oznaczono 
przez S0) oraz podpopulacj  o liczebno ci 5458 ma e stw z jednym dzieckiem 
(skonstruowany szereg rozdzielczy oznaczono przez S1). Ka dy z szeregów rozdziel-
czych sk ada  si  z 13 przedzia ów klasowych o ró nych szeroko ciach (zwi kszaj -
cych si  dla ostatnich 6 klas, by zapewni  minimaln  liczebno  obserwacji w ka dej 
klasie).
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3. OCENA BADANYCH PARAMETRÓW

Zastosowano pi  ró nych metod oceny parametrów rozk adów teoretycznych. 
Pierwsz  z nich jest metoda najwi kszej wiarygodno ci (MNW), zaadaptowana do 
danych zagregowanych, czyli przedstawionych w postaci szeregów rozdzielczych. 

Niech ni, i = ,..., g, oznaczaj  liczebno ci poszczególnych przedzia ów klasowych 

szeregu rozdzielczego,  i  , oznaczaj  granice przedzia ów 

klasowych. Teoretyczne prawdopodobie stwa, e obserwacja znajdzie si  w danym 
przedziale, wyra aj  si  nast puj co:

   (25)

gdzie argument {a} podkre la zale no  zarówno funkcji g sto ci (f(x, {a}), jak 
i otrzymanych prawdopodobie stw (pi({a})), od zestawu parametrów oznaczonych 
symbolicznie poprzez {a}. Funkcja wiarygodno ci, czyli prawdopodobie stwo otrzy-
mania w poszczególnych przedzia ach ni  obserwacji przy za o eniu danej funkcji 
g sto ci f(x, {a}) ma nast puj c  posta :

 .  (26)

Maksymalizuj c funkcj  L(n1,...,ng| {a}) ze wzgl du na wektor parametrów {a} uzy-
skuje si  asymptotycznie efektywne (por. np. Cox, Hinckley, 1974) estymatory tych 
parametrów. Zadanie maksymalizowania funkcji (26) mo e zosta  sprowadzone do 
prostszego obliczeniowo szukania maksimum nast puj cej funkcji (po zlogarytmo-
waniu funkcji wiarygodno ci):

 .  (27)

Drug  z metod stosowanych w tej pracy jest metoda najmniejszych kwadratów 
(MNK), polegaj ca na takim doborze parametrów {a}, dla których suma kwadratów 
odchyle  teoretycznych prawdopodobie stw od zaobserwowanych cz sto ci jest mini-
malna:

 .  (28)
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Trzecia metoda aproksymacji polega na minimalizacji warto ci 2 (min 2), to 
znaczy, minimalizacji nast puj cej sumy: 

   (29)

gdzie pi obliczane s  wed ug wzoru (25).

Otrzymane w ten sposób wielko ci parametrów s  asymptotycznie równowa ne 
estymatorom otrzymanym metod  najwi kszej wiarygodno ci (por. np. Cox, Hinckley, 
1974). Z drugiej strony, metoda ta mo e by  postrzegana jako uogólnienie metody 
najmniejszych kwadratów, polegaj ce na nadaniu wag poszczególnym kwadratom 
odchyle .

Stosowana jest równie  mody  kacja metody 2, polegaj ca na tym, e wagi zale  
nie od teoretycznych prawdopodobie stw ale od cz sto ci empirycznych (np. Stuart, 
Ord, 1991) (metoda oznaczana b dzie jako min 2'). W tej metodzie zadanie sprowadza 
si  do minimalizacji warto ci nast puj cej statystyki (por. Neyman, 1949):

 .  (30)

Zalet  tej mody  kacji jest mniejsza z o ono  obliczeniowa, jako, e parame-
try  {a}, ze wzgl du na które minimalizujemy wyra enie (30), wyst puj  tylko 
w liczniku.

Ostatnia, pi ta metoda ma charakter raczej „mechaniczny” ni  statystyczny, 
jako, e polega ona na prostym dopasowywaniu krzywej dystrybuanty rozk adu 
teoretycznego do punktów empirycznych. Dopasowywanie to uzyskuje si  metod  
najmniejszych kwadratów, tzn. minimalizuj c sum  kwadratów odchyle  warto ci 
dystrybuanty teoretycznej od warto ci skumulowanych cz sto ci (w odró nieniu 
od metody MNK, por. wzór (28), w której minimalizowana jest suma kwadratów 
odchyle  prawdopodobie stw teoretycznych od cz sto ci). Metoda oznaczana jest 
jako MNK’. Minimalizowana funkcja ma nast puj c  posta :

 .   (31)
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Funkcja (31) cz sto stosowana jest jako kryterium dobroci dopasowania rozk adu 
teoretycznego do zaobserwowanych danych empirycznych. Z de  nicji, to w a nie 
przy u yciu metody MNK’ suma ta osi ga warto  minimaln , a zatem dobro  dopa-
sowania mierzona za pomoc  tego kryterium jest najwi ksza. Jednym z celów pracy 
jest zatem porównanie metod statystycznych z metod  „mechaniczn ” pod wzgl dem 
dok adno ci aproksymacji oraz oszacowa  warto ci charakterystyk rozk adów.

4. WYNIKI

We wst pnym etapie przeprowadzono, dla ka dego z rozk adów opisanych w cz -
ci 2, badanie zgodno ci rozk adu empirycznego z rozk adem teoretycznym, przy 

u yciu testu zgodno ci 2. W zale no ci od liczby parametrów (2 dla rozk adów loga-
rytmiczno-normalnego, gamma i logarytmiczno-logistycznego oraz 3 dla rozk adów 
Daguma i Singh-Maddala) statystyka testowa ma asymptotyczny rozk ad 2 o 9 lub 
10 stopniach swobody. Dla poziomu istotno ci 0,01 warto  krytyczna wynosi 21,7 
lub 23,2 (dla 2 lub 3 parametrów), i jest ona na tyle du a, e w przypadku ka dego 
z rozk adów warto  statystyki testowej by a nawet o kilka rz dów wielko ci od niej 
mniejsza. Zatem hipoteza o zgodno ci rozk adu empirycznego z adnym z rozk adów 
teoretycznych nie zosta a odrzucona.

W tabelach poni ej przedstawione zosta y wyniki dalszych oblicze . W tabeli 
1 zamieszczone zosta y oszacowane warto ci parametrów rozk adów teoretycznych, 
wykorzystywanych do aproksymacji szeregów S0, S1 i Sc. W ostatnich wierszach 
zamieszczone zosta y warto ci redniego odchylenia kwadratowego, czyli wielko ci 
okre lone wzorem: d2 = SMNK'/g (dla przypomnienia, g oznacza liczb  przedzia ów 
klasowych, czyli jednocze nie liczb  empirycznych cz sto ci skumulowanych, por. 
te  wzór (31)). Kursyw  wyró nione zosta y te, które przyjmuj  warto  najmniejsz  
(nie licz c metody MNK’, dla której z de  nicji rednie odchylenie kwadratowe jest 
najmniejsze). W ka dej kolumnie (odpowiadaj cej danej metodzie) czcionk  pogru-
bion  wyró nione zosta y trzy warto ci (warto ci najmniejsze dla ka dego z trzech 
szeregów z osobna), identy  kuj ce rozk ady, daj ce dla danej metody obliczania 
najlepsz  dok adno  dla poszczególnych szeregów.

Jak wida , prawie we wszystkich przypadkach, (poza jednym), rozk ad Sing-
h-Maddala daje najlepsze dopasowanie do danych empirycznych, je li dok adno  
mierzona jest jako rednie odchylenie kwadratowe. Dla rozk adu gamma najlepsze 
dopasowanie (po metodzie MNK’) daje metoda najmniejszych kwadratów, dla roz-
k adu log-normalnego (równie  po metodzie MNK’) daje stosowanie metody min 2, 
w przypadku pozosta ych rozk adów nie jest to jednoznaczne. Oczywi cie, w ka dym 
przypadku rednie odchylenia kwadratowe jest najmniejsze dla metody MNK’, gdy  
wynika to z istoty tej metody.
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Tabela 1.
Warto ci oszacowanych parametrów rozk adów teoretycznych i redniego odchylenia kwadratowego

MNK min 2 min 2'
' MNW MNK’

Gamma

2,57555 2,02723 2,04128 2,18857 2,35942
S0 21758,4 30526,4 30013,8 27238,2 24417,8

d2 0,000219 0,000698 0,00056 0,000249 0,000112
2,94479 2,45858 2,55739 2,64932 2,82227

S1 23429,1 30445,3 29161,4 27463,2 25004,5
d2 0,00018 0,000618 0,00054 0,000242 0,000105

2,64322 2,16463 2,19187 2,30966 2,46676
Sc 23838,1 31803,3 31150,1 28891,2 26206,8

d2 0,000187 0,000594 0,000476 0,000223 9,36E-05

log-
Normal

10,8311 10,7616 10,779 10,7659 10,7852
S0 0,68007 0,704215 0,686921 0,700012 0,663488

d2 0,00039 0,000169 0,000106 0,000149 7,97E-05
11,045 11,0013 11,0042 11,0019 11,0172

S1 0,634982 0,643675 0,636354 0,641142 0,609046
d2 0,000322 0,000186 0,000157 0,000176 0,000107

10,9462 10,885 10,8993 10,8886 10,9082
Sc 0,66926 0,692638 0,673396 0,687488 0,650544

d2 0,000341 0,000189 0,000111 0,000163 8,27E-05

S-M

a 2,15292 2,14727 2,15003 2,14748 2,15897
S0 b 68211,5 66479,9 66424,2 66543,2 66765,6

c 1,71608 1,65317 1,6509 1,6557 1,6665
d2 4,45E-06 4,32E-06 4,08E-06 4,16E-06 3,12E-06
a 2,26934 2,44438 2,46964 2,45298 2,35454

S1 b 89828,6 75267,3 74709,3 75101,7 82720,6
c 1,95065 1,45138 1,426 1,44383 1,69296
d2 0,0000313765 2,85E-05 2,98E-05 2,84E-05 3,12E-06
a 2,16818 2,21258 2,21358 2,21217 2,18199

Sc b 77989,1 73462,4 73333,2 73518,2 76986,8
c 1,76736 1,61222 1,60988 1,6151 1,73347
d2 3,61E-06 5,30E-06 5,37E-06 5,17E-06 3,47E-06

Daguma

a 2,87815 2,97399 2,97249 2,97441 2,9599
S0 b 60318,8 62027, 61970,6 62021,1 61950,1

c 0,674986 0,636064 0,636587 0,635919 0,63786
d2 7,59E-06 4,60E-06 4,61E-06 4,62E-06 4,33E-06
a 3,19279 3,10215 3,09333 3,09666 3,2513

S1 b 76434,9 72048,3 71431,3 71738,9 76797,1
c 0,637454 0,720323 0,74194 0,729592 0,633004
d2 2,66E-05 3,06E-05 3,82E-05 3,21E-05 2,07E-05
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a 2,90087 3,00015 2,99846 3,00006 3,04148
Sc b 67647,5 68582,8 68507,3 68563,6 70329,1

c 0,68119 0,658424 0,659958 0,658791 0,626864
d2 1,73E-05 9,52E-06 9,71E-06 9,59E-06 7,64E-06

log-
logist

a 2,44163 2,46869 2,51718 2,49585, 2,56436
S0 b 49939,4 48207,8 48421,4 48172,5 48426,1

d2 0,000316 0,000117 9,52E-05 0,000102 8,69E-05
a 2,6245 2,73064 2,73649 2,73943 2,78189

S1 b 62450,3 60821,8 61026,6 60828,9 61065
d2 0,00033 0,000124 0,000122 0,000121 0,000116
a 2,47397 2,52628 2,55576 2,54687 2,60574

Sc b 56145 54575,6 54599 54482,5 54752,3
d2 0,000307 0,000123 0,00011 0,000113 0,000102

ród o: opracowanie w asne.

Przejd my teraz do analizy dok adno ci oszacowania za pomoc  teoretycznych 
funkcji rozk adu zde  niowanych w cz ci 2. charakterystyk rozk adu i porównania 
dok adno ci tych oszacowa  z dok adno ci  dopasowania rozk adu teoretycznego do 
danych empirycznych, mierzon  jako d2.

Konstrukcja kolejnych tabel jest nast puj ca. W kolumnach umieszczone zosta y 
wyniki uzyskane dla ró nych metod, natomiast w wierszach – dla ró nych funkcji 
w podziale na trzy rozpatrywane szeregi. Dodatkowo, w ostatnim wierszu odpowiada-
j cym poszczególnym rozk adom teoretycznym umieszczone zosta y u rednione (po 
trzech ró nych szeregach) warto ci wzgl dnych odchyle  wyznaczonych parametrów 
od ich warto ci dok adnych, tj.:

   

gdzie w oznacza badan  wielko , indeks dolny f oznacza warto  obliczon  za 
pomoc  funkcji f, a indeksy S0, S1 i Sc odnosz  si  do trzech ró nych szeregów. 
W ostatniej kolumnie ka dej tabeli umieszczone zosta y wielko ci dw, czyli warto ci 
rednie dw u rednione po wszystkich stosowanych metodach. Kursyw  wyró nione 

zosta y wielko ci najlepsze (najmniejsze odchylenia) w ka dym z wierszy odpo-
wiadaj cych dw (identy  kuj c w ten sposób metod  najlepsz  dla danego rozk adu 
przy obliczaniu konkretnej wielko ci), a czcionk  pogrubion  – warto  najmniejsz  
(czyli wynik najdok adniejszy) w odpowiedniej kolumnie, identy  kuj c zatem roz-
k ad, który przy danej metodzie daje najdok adniejsze wyniki. Wielko  pogrubiona 
w ostatniej kolumnie okre la funkcj , która daje najlepsze (w sensie rednim) wyniki 
dla wszystkich zastosowanych metod. Na dole tabel podane s , dla porównania, 
warto ci dok adne (obliczone na podstawie obserwacji niezgrupowanych) badanych 
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wielko ci, wS0, wS1 i wSc. W ramce znajduj  si  wyniki najlepsze (najdok adniejsze) 
ze wszystkich zawartych w danej tabeli. 

Tabela 2.
Warto  rednia dla ró nych metod i rozk adów

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’  

gamma S0 56039,8 61884,3 61266,6 59612,8 57611,8
S1 68993,8 74852,2 74577,1 72759, 70569,5
Sc 63009,4 68842,3 68277 66728,9 64645,9

 0,069232 0,018179 0,010743 0,01421 0,045389 0,031551

log-norm S0 63726,1 60446,3 60772,3 60530,2 60190,5
S1 76621,6 73750,7 73621,6 73679,6 73324,9
Sc 70979,7 67838,1 67916,7 67842,2 67493,4

 0,046851 0,001974 0,004744 0,002778 0,004705 0,01221

S-M S0 60030,3 60247,8 60251,2 60231,9 60082,7
S1 71975,8 73654,6 73903,6 73722,3 72943,3
Sc 67079,5 67589,4 67541,3 67549,8 67149,3

 0,013709 0,00243 0,001525 0,002407 0,008714 0,005757

Daguma S0 61367,4 60717,7 60694,7 60702,8 60797,5
S1 73788,4 74171,8 74620,4 74332,8 73650,8
Sc 68988,5 68161 68173,9 68161,3 67999,5

 0,012554 0,005311 0,00727 0,005956 0,005159 0,00725

log-logist S0 66939,5 64180,9 63722,8 63713,3 63057,3
S1 80298,6 76646 76824,3 76535,9 76274,4
Sc 74651 71671,4 71229,2 71217,4 70671,1

 0,09925 0,052877 0,048973 0,047563 0,04007 0,057747

dok adne  60302,78

 73933,62

 67765,83

ród o: opracowanie w asne.

Rozk ad Singh-Maddala zawsze niedoszacowuje, w ramach przeprowadzonych 
bada , warto  redni , w przeciwie stwie do rozk adu log-logistycznego, który 
zawsze przeszacowuje t  wielko . Rozk ad Daguma przeszacowuje warto  redni  
w ka dym poza dwoma przypadkami. Przy u yciu funkcji log-logistycznej zawsze 
pope niany jest wi kszy b d ni  przy wykorzystaniu funkcji Daguma; ró nica ta 
jest znaczna, przewa nie jest to rz d wielko ci je li uwzgl dni si  wzgl dne odchy-
lenie modu ów. Metoda, przy której uzyskuje si  najlepsze przybli enia, zale y od 
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postaci rozk adu. W adnym jednak przypadku nie jest ni  ani metoda najmniejszych 
kwadratów ani metoda najwi kszej wiarygodno ci. Wida , e nie zawsze pokrywa 
si  to z metod  daj c  najlepsze dopasowanie, wg tabeli 1. Przyk adowo, najlep-
sze dopasowanie rozk adu gamma uzyskuje si  metod  najmniejszych kwadratów, 
MNK, natomiast najlepsze oszacowanie warto ci redniej – metod  min 2'. Ogólnie, 
najlepsz  dok adno  oszacowania warto ci redniej uzyskuje si  przy pomocy roz-
k adu Singh-Maddala oraz metody min 2'. Je li nie patrze  na stosowan  metod  
wyznaczania parametrów rozk adu, najwi ksz  dok adno  oszacowania redniej uzy-
skuje si  przy wykorzystaniu rozk adu Singh-Maddala. Drugim po nim jest rozk ad 
Daguma.

Tabela 3.
Odchylenie standardowe dla ró nych metod i rozk adów

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’  

gamma

S0 349195 43463,9 42881,7 40295,8 37506,7
S1 40205,3 47737,8 46634,5 44701,2 42006,6
Sc 38755,9 46791,1 46117,7 43907,6 41160,2

 0,288604 0,136991 0,151605 0,194089 0,229425 0,200143

log-norm

S0 48867,2 48432,7 47190,5 48133,6 44761,8
S1 53995,6 52840,6 52017,9 52536,2 49138,2
Sc 53354,6 53228,8 51444,4 52735 48989,8

 0,024876 0,033932 0,058036 0,040756 0,10657 0,052834

S-M

S0 47376,8 49085,6 49050,9 49006,9 48272,2
S1 49053,4 55375,4 55567,8 55389 51534,1
Sc 51370 53807,9 53796,8 53715,2 51662

0,074938 0,015401 0,014079 0,015337 0,05223 0,034397

Daguma

S0 57735,9 54564, 54580,9 54539,7 55058,
S1 58912,6 60303,8 60565,7 60443,5 57263,3
Sc 63838 59844,9 59882,6 59840,7 58997,9

 0,12955 0,092262 0,09417 0,092907 0,07238 0,096254

log-logist

S0 85270,8 79341,4 74840,6 76502,4 70684,8
S1 85131 74423,2 74258,4 73812,3 71246,1
Sc 91694,9 83372,4 80485,1 81170,8 76207,9

 0,64151 0,487067 0,438011 0,450813 0,365957 0,476672

dok adne
SS0 48751,93
SS1 55731,32
SSc 55642,52

ród o: opracowanie w asne.
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Jak wida , rozk ady log-logistyczny i Daguma zawsze przeszacowuj , w ramach 
przeprowadzonych bada , odchylenie standardowe, natomiast pozosta e rozk ady 
maj  wyra n  tendencj  (z odst pstwami) do niedoszacowywania tej wielko ci. Nie-
dok adno  wyników przy u yciu funkcji log-logistycznej znacznie przewy sza t  
uzyskiwan  przy u yciu funkcji Daguma, i jest to niedok adno  si gaj ca, a nawet 
przewy szaj ca 50%. Najdok adniejsza dla badanych przyk adów prawie zawsze jest 
funkcja Singh-Maddala i metoda min 2. Funkcja Daguma oraz Singh-Maddala daj  
dok adno  najwi ksz  dla ka dej metody, za wyj tkiem metody najmniejszych kwa-
dratów. Podobnie jak poprzednio, metoda, dla której wyniki by y najdok adniejsze, 
zale a a od wykorzystywanego rozk adu, (chocia  nigdy nie by a ni  metoda najwi k-
szej wiarygodno ci). Najwi ksza dok adno  oszacowania odchylenia standardowego 
nie zawsze pokrywa a si  z najlepszym dopasowaniem rozk adu teoretycznego do 
danych empirycznych, np. funkcja gamma najlepiej dopasowana jest przy wyko-
rzystaniu metody MNK, natomiast najwi ksz  dok adno  oszacowania odchylenia 
standardowego otrzymuje si  przy u yciu metody min 2. Generalnie, najdok adniejsze 
oszacowania odchylenia standardowego uzyskuje si  przy u yciu funkcji Singh-Mad-
dala, a nast pnie log-normalnej i Daguma. Funkcja gamma i log-logistyczna daj  
oszacowania o rz d wielko ci gorsze.

Skoro rozk ady Daguma i log-logistyczny zawsze przeszacowuj  zarówno redni  
jak i odchylenia standardowe, natomiast rozk ad Singh-Maddala ma siln  tendencje 
do niedoszacowywania obu tych wielko ci, mo na zastanawia  si , czy te wielko ci 
przeszacowania (w przypadku rozk adu Daguma i log-logistycznego) oraz wielko ci 
niedoszacowania (w przypadku rozk adu Singh-Maddala) nie kompensuj  si , daj c 
w efekcie lepsze oszacowanie wspó czynnika zmienno ci. Tak jednak nie jest, gdy  
wzgl dne odchylenia warto ci redniej s  o rz d wielko ci mniejsze ni  wielko ci 
odchylenia standardowego, i wspó czynnik zmienno ci wykazuje nieco tylko s absz  
tendencj  do przeszacowania (dla rozk adu Daguma i log-logistycznego) czy niedo-
szacowania (dla rozk adu Singh-Maddala).

W kolejnych tabelach zawarte s  rezultaty szacowania miar nierówno ci dla roz-
k adów teoretycznych.

Oszacowanie wspó czynnika Giniego w przypadku rozk adu log-logistycznego 
oraz Daguma w ka dym przypadku przewy sza rzeczywist  warto  tego wska nika, 
przy czym b d pope niany przy wykorzystaniu funkcji log-logistycznej jest w ka -
dym przypadku wi kszy ni  w przypadku funkcji Daguma ( rednio rzecz bior c b d 
ten jest kilkakrotnie wi kszy). W przypadku rozk adów gamma i Singh-Maddala 
wyst puje tendencja do niedoszacowania wspó czynnika Giniego, cho  nie dzieje si  
tak w ka dym przypadku. Nie zaobserwowano adnej tendencji w przypadku stoso-
wania rozk adu log-normalnego. Metoda szacowania badanych wielko ci, przy której 
uzyskuje si  najwi ksz  dok adno , zale y od postaci rozk adu teoretycznego. Nigdy 
nie jest to jednak metoda najmniejszych kwadratów. Najmniejszy redni b d pope -
niany jest przy u yciu funkcji log-normalnej i metody min 2 lub rozk adu Singh-Mad-
dala i metody min 2. Je eli u redni si  wyniki otrzymywane za pomoc  wszystkich 
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stosowanych metod, najwi ksza zgodno  wyst puje dla rozk adu Singh-Maddala. 
Potwierdza si  te  fakt, e metoda najlepsza do szacowania konkretnej charakterystyki 
niekoniecznie pokrywa si  z metod  daj c  najlepsz  zgodno  dopasowania.

Tabela 4.
Wspó czynnik Giniego

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’

gamma

S0 0,334996 0,372777 0,371645 0,360366 0,34848
S1 0,315173 0,342096 0,336069 0,330738 0,321357
Sc 0,331084 0,36213 0,360125 0,351821 0,341585

0,095307 0,00908 0,015932 0,038726 0,067718 0,045353

log-norm

S0 0,3694 0,381484 0,372839 0,379388 0,361042
S1 0,346568 0,350997 0,347268 0,349707 0,333285
Sc 0,363957 0,375703 0,366042 0,373123 0,354487

0,00454 0,02142 0,00213 0,015953 0,033245 0,015457

S-M

S0 0,366879 0,37218 0,371911 0,371961 0,369372
S1 0,337054 0,345279 0,344186 0,344799 0,339451
Sc 0,361248 0,365113 0,36514 0,364959 0,361295

0,018236 0,002769 0,003555 0,003175 0,013652 0,008278

Daguma

S0 0,382238 0,376908 0,376995 0,376882 0,37827
S1 0,352563 0,349808 0,347947 0,349176 0,347367
Sc 0,37848 0,370188 0,37014 0,37014 0,370689

0,026128 0,011157 0,009401 0,010482 0,010485 0,013531

log-logist

S0 0,409562 0,405073 0,397271 0,400665 0,389962
S1 0,381025 0,366215 0,365432 0,36504 0,359468
Sc 0,404208 0,395839 0,391273 0,392639 0,383768

0,101408 0,075524 0,063622 0,067531 0,044506 0,070518

dok adne
GS0 0,37178
GS1 0,34647
GSc 0,36650

ród o: opracowanie w asne.
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Tabela 5.
Wspó czynnik Theila

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’

gamma

S0 0,181748 0,226811 0,22538 0,211395 0,197196
S1 0,160287 0,189796 0,182953 0,177014 0,166824
Sc 0,177396 0,213549 0,211101 0,201131 0,18921

0,250165 0,09131 0,107473 0,149956 0,202155 0,160212

log-norm

S0 0,231247 0,247959 0,23593 0,245008 0,220108
S1 0,201601 0,207159 0,202473 0,205531 0,185468
Sc 0,223954 0,239874 0,226731 0,23632 0,211604

0,052087 0,015968 0,040405 0,015691 0,110045 0,046839

S-M

S0 0,233806 0,242331 0,241984 0,241972 0,238097
S1 0,192363 0,208882 0,207921 0,20839 0,197767
Sc 0,225333 0,233017 0,233095 0,23275 0,225852

0,061197 0,01274 0,014621 0,01438 0,04607 0,029802

Daguma

S0 0,268126 0,257885 0,258045 0,257838 0,260087
S1 0,22209 0,221078 0,219151 0,220488 0,21475
Sc 0,26244 0,24859 0,248582 0,248533 0,247975

0,084588 0,049582 0,046756 0,048509 0,041779 0,054243

log-logist

S0 0,331278 0,322633 0,308011 0,31431 0,294762
S1 0,279133 0,254556 0,253301 0,252675 0,243884
Sc 0,320986 0,305382 0,297108 0,299566 0,283866

0,342933 0,270552 0,236941 0,248037 0,185418 0,256776

dok adne
TS0 0,242836
TS1 0,211639
TSc 0,23853

ród o: opracowanie w asne.

W przypadku wspó czynnika Theila, podobnie jak poprzednio, rozk ady log-lo-
gistyczny i Daguma w ka dym przypadku przeszacowuj  rzeczywist  warto . B d 
wyst puj cy przy wykorzystaniu funkcji log-logistycznej jest wi kszy ni  przy u y-
ciu funkcji Daguma, przy czym ró nica ta jest znaczna: rednio 5,4% w przypadku 
rozk adu Daguma i a  ponad 25% przy u yciu funkcji log-logistycznej. Rozk ady 
gamma i Singh-Maddala niedoszacowuj  rzeczywist  warto  wspó czynnika Theila, 
przy czym niedoszacowanie to jest rz du kilku procent warto ci rzeczywistej. Roz-
k ad log-normalny równie  ma tendencj  do niedoszacowania tej wielko ci, cho  nie 
w ka dym przypadku. Podobnie jak poprzednio, metoda daj ca najwi ksz  zgodno  
z rzeczywist  warto ci  zale y od u ytej funkcji. Warto zauwa y , e oprócz przy-
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padku funkcji log-normalnej (zmiana z metody min 2' na min 2 jako najlepszej) s  
to te same metody, które okaza y si  najdok adniejsze w przypadku wspó czynnika 
Giniego. Najmniejszy b d wyst puje przy wykorzystaniu funkcji Singh-Maddala, 
zarówno pod wzgl dem minimalnej warto ci (z rozró nieniem na metody), jak i po 
u rednieniu po wszystkich zastosowanych sposobach aproksymacji. Warto podkre li , 
e dla funkcji gamma i log-logistycznej wyst puj  du e b dy, nawet do 20% i wi cej. 

Przy wykorzystaniu metody najmniejszych kwadratów powstaj  najwi ksze b dy. 
Odnosi si  to do wszystkich funkcji oprócz log-normalnej, gdzie jeszcze wi kszy b d 
uzyskuje si  przy u yciu „mechanicznej” metody dopasowywania funkcji.

Tabela 6.
Wspó czynnik Atkinsona A0,1 

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’

gamma

S0 0,0182159 0,0227392 0,0225956 0,0211917 0,019767
S1 0,016062 0,0190236 0,0183368 0,0177407 0,0167181
Sc 0,017779 0,021408 0,021162 0,020162 0,018965

0,23817 0,076543 0,092993 0,136216 0,189327 0,14665

log-norm

S0 0,0228594 0,024491 0,0233169 0,0242031 0,02177
S1 0,019958 0,020503 0,020044 0,020343 0,018376
Sc 0,022147 0,023702 0,022418 0,023355 0,020938

0,049471 0,015687 0,037897 0,013586 0,107016 0,044732

S-M

S0 0,0231248 0,0239342 0,0238998 0,0239002 0,023527
S1 0,019122 0,020622 0,020521 0,020572 0,0196039
Sc 0,022313 0,023017 0,023024 0,022992 0,022355

0,05677 0,011581 0,013585 0,01321 0,04289 0,027607

Daguma

S0 0,0262859 0,0253446 0,0253594 0,0253402 0,0255539
S1 0,021897 0,0217365 0,0215367 0,0216734 0,0211909
Sc 0,025736 0,024431 0,024429 0,024425 0,024402

0,080025 0,045863 0,042846 0,044712 0,039648 0,050619

log-logist

S0 0,0319743 0,031169 0,0298019 0,030391 0,0285601
S1 0,027091 0,02477 0,024651 0,024592 0,023758
Sc 0,031015 0,029556 0,02878 0,029011 0,027536

0,316885 0,247931 0,216042 0,226551 0,166883 0,234859

dok adne
A0,1,S0 0,023984
A0,1,S1 0,02087
A0,1,Sc 0,023506

ród o: opracowanie w asne.
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Tabela 7.
Wspó czynnik Atkinsona A0,5

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’

gamma

S0 0,0919735 0,114983 0,114252 0,107109 0,099859
S1 0,0810291 0,0960805 0,0925882 0,0895583 0,0843616
Sc 0,089753 0,108209 0,106959 0,101868 0,095782

0,193765 0,0216 0,039081 0,085137 0,141748 0,096266

log-norm

S0 0,10919 0,116602 0,111273 0,115298 0,104214
S1 0,095887 0,098396 0,096281 0,097662 0,088564
Sc 0,105935 0,113024 0,107176 0,111446 0,100397

0,045733 0,011161 0,034672 0,007557 0,101253 0,040075

S-M

S0 0,111407 0,114734 0,114567 0,114595 0,112974
S1 0,093814 0,098698 0,098097 0,098429 0,0951848
Sc 0,107949 0,110381 0,110399 0,110284 0,107988

0,040264 0,00697 0,009419 0,008564 0,031001 0,019244

Daguma

S0 0,123172 0,119817 0,119872 0,119801 0,120693
S1 0,104623 0,102752 0,101611 0,10236 0,101539
Sc 0,120705 0,115441 0,115406 0,11541 0,11587

0,068159 0,036461 0,032685 0,035006 0,036206 0,041703

log-logist

S0 0,141924 0,138742 0,133305 0,135655 0,128317
S1 0,122358 0,112816 0,112323 0,112077 0,108607
Sc 0,138133 0,13232 0,129205 0,130132 0,124171

0,234019 0,175428 0,148726 0,157476 0,106783 0,164486

dok adne
A0,5,S0 0,114967
A0,5,S1 0,099267
A0,5,Sc 0,111851

ród o: opracowanie w asne.
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Tabela 8.
Wspó czynnik Atkinsona A0,8

metoda
rozk ad MNK min 2 min 2' MNW MNK’

gamma

S0 0,148375 0,185777 0,184588 0,172971 0,161185
S1 0,130612 0,155046 0,149373 0,144453 0,136018
Sc 0,14477 0,174759 0,172727 0,16445 0,15456

0,164318 0,015482 0,021289 0,050983 0,110077 0,07243

log-norm

S0 0,168894 0,179931 0,172002 0,177993 0,161455
S1 0,148947 0,152723 0,149541 0,151619 0,137892
Sc 0,164031 0,17461 0,165886 0,17226 0,15573

0,049615 0,004253 0,039006 0,011174 0,103274 0,04146

S-M

S0 0,174535 0,179172 0,178909 0,17898 0,176614
S1 0,148722 0,153919 0,152863 0,15347 0,149848
Sc 0,169577 0,172407 0,17242 0,172278 0,169468

0,029008 0,003967 0,006473 0,005298 0,02292 0,013533

Daguma

S0 0,1902 0,18613 0,186199 0,18611 0,187381
S1 0,163526 0,159334 0,157326 0,158614 0,158985
Sc 0,186463 0,179192 0,179108 0,179138 0,180498

0,064487 0,033921 0,029538 0,032221 0,037989 0,039631

log-logist

S0 0,211539 0,207122 0,199541 0,202824 0,192551
S1 0,184152 0,170598 0,169894 0,169542 0,164576
Sc 0,206275 0,198163 0,193797 0,195099 0,186713

0,186731 0,133627 0,109669 0,117493 0,071603 0,123825

dok adne

A0,8,S0 0,179635

A0,8,S1 0,153862

A0,8,Sc 0,173965

ród o: opracowanie w asne.

W przypadku wszystkich trzech rozwa anych tutaj wspó czynników Atkinsona 
mo na zauwa y , e rozk ad Daguma oraz log-logistyczny konsekwentnie przesza-
cowuj  te wielko ci, rozk ad Singh-Maddala konsekwentnie niedoszacowuje, nato-
miast log-normalny oraz gamma maj  tendencje do niedoszacowywania, aczkolwiek 
z wyj tkami. Rozk ad Daguma daje zawsze du o lepsz  dok adno  ni  rozk ad log-
-logistyczny. Metoda najmniejszych kwadratów, jak poprzednio, nie jest optymalna 
dla adnej z funkcji, a pozosta e metody zachowuj  si  ró nie w zale no ci od funkcji.
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5. WNIOSKI I PODSUMOWANIE

W niniejszej pracy zbadane zosta o dopasowanie do danych empirycznych doty-
cz cych dochodów pi ciu ró nych typów rozk adów za pomoc  pi ciu ró nych metod. 
Miar  dobroci dopasowania by o z jednej strony tradycyjnie stosowane rednie odchy-
lenie kwadratowe, z drugiej – dok adno  oszacowania kilku wielko ci, których cis e 
warto ci s  znane. Okazuje si , e najlepsze dopasowanie do danych empirycznych, 
mierzone wielko ci  redniego odchylenia kwadratowego, nie zawsze przek ada si  na 
najwi ksz  dok adno  oszacowania takich wielko ci, jak rednia czy miary nierów-
no ci. Niektóre z otrzymanych tutaj rezultatów potwierdzaj  spostrze enia McDonalda 
i Ransoma (1979) poczynione na podstawie danych angielskich: e dla rozk adów 
log-normalnego i Singh-Maddala metoda najmniejszych kwadratów daje zazwyczaj 
najmniejsz  warto  wspó czynnika Giniego (w przypadku rozk adu Daguma i log-lo-
gistycznego taka zale no  nie zachodzi, ale te rozk ady nie by y przez McDonalda 
i Ransoma badane), lub e przy aproksymacji rozk adem Singh-Maddala otrzymuje 
si  przewa nie zani on  warto  wspó czynnika Giniego. Inne spostrze enia przecz  
tym, które poczyni  McDonald, przyk adowo, dla przypadków badanych w niniejszej 
pracy nie jest prawd , jak u McDonalda i Ransoma, i  najwi ksz  warto  redni  dla 
rozk adu gamma uzyskuje si  przy u yciu metody najmniejszych kwadratów.

Poniewa  analizowane w tej pracy dane dotycz  tylko jednego okresu w jednej 
jednostce administracyjnej kraju, trudno by oby otrzymane wyniki generalizowa . 
Niemniej, mog  one pos u y  co najmniej jako sugestie pewnych efektów.

Po pierwsze, stosowane powszechnie miary dobroci dopasowania rozk adów 
mog  nie mie  jednoznacznego prze o enia na dok adno  otrzymywanych wyników. 
Metoda, przy której otrzymuje si  najmniejsze (po MNK’) rednie odchylenie kwa-
dratowe czasami tylko pokrywa si  z metod  daj c  najlepsze oszacowanie której  
z wielko ci.

Po drugie, metoda najmniejszych kwadratów nigdy (poza jednym przypadkiem) 
nie jest najlepsz  metod  szacowania warto ci redniej, odchylenia standardowego 
i miar nierówno ci; równie  metoda najwi kszej wiarygodno ci rzadko tylko oka-
zuje si  najlepsza. Wydaje si , e na wi ksz  uwag  zas uguje stosunkowo rzadko 
wykorzystywana metoda minimalizacji warto ci 2. Ponadto, mechaniczna metoda 
dopasowywania krzywej do danych empirycznych, metoda MNK’, okazuje si  by  
w ka dym przypadku najlepsz  dla rozk adu log-logistycznego.

Po trzecie, dwa rozk ady zwracaj  uwag  ze wzgl du na dok adno  oszaco-
wa , w wi kszo ci przypadków znacznie przewy szaj c pozosta e. S  to rozk ad 
Singh-Maddala i rozk ad Daguma. Jak mo na by o oczekiwa , poniewa  rozk ad 
Daguma jest uogólnieniem rozk adu log-logistycznego, w ka dym rozpatrywanym 
przypadku powinien on dawa  wyniki lepsze ni  ten ostatni. Okazuje si , e poprawa 
dok adno ci w wyniku zast pienia rozk adu log-logistycznego rozk adem Daguma 
jest bardzo du a. Wydaje si  zatem, e warto korzysta  z rozk adu Daguma zamiast 
log-logistycznego, gdy  kosztem wprowadzenia jednego dodatkowego parametru 
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zyskujemy znacznie lepsze dopasowanie do rzeczywistych danych, czy to mierzone 
rednim odchyleniem kwadratowym, czy te  dok adno ci  oszacowa  ró nych miar 

charakteryzuj cych rozk ad.
Na koniec, wybieraj c jeden z tych dwóch najdok adniejszych rozk adów: 

Daguma lub Singh-Maddala, warto pami ta , i  obok porównywalnej dok adno ci 
ró ni  si  wyra nie charakterem swoich oszacowa . Rozk ad Daguma konsekwent-
nie przeszacowuje wszystkie badane wielko ci, rozk ad Singh-Maddala natomiast 
– niedoszacowuje. Ten ostatni wniosek, dotycz cy rozk adu Singh-Maddala, znajduje 
potwierdzenie równie  w wynikach McDonalda i Ransoma (rozk ad Daguma nie by  
przez nich badany). Poniewa  efekt ten uzyskano dla wszystkich pi ciu rozpatry-
wanych miar nierówno ci wydaje si  on prawdopodobny w odniesieniu do szeroko 
ujmowanej nierówno ci i mo liwych jej miar.
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ADEKWATNO  WYBRANYCH ROZK ADÓW TEORETYCZNYCH DOCHODÓW 
W ZALE NO CI OD METODY APROKSYMACJI

S t r e s z c z e n i e

Rozk ady dochodów modelowane s  za pomoc  wielu rozk adów teoretycznych, których parametry 
wyznaczane s  za pomoc  ró nych metod. W ród rozk adów tych wymieni  mo na rozk ad logaryt-
miczno-normalny, gamma, czy logarytmiczno-logistyczny. Najcz ciej stosowanymi metodami s  metoda 
najmniejszych kwadratów oraz metoda najwi kszej wiarygodno ci. Miar  dobroci dopasowania rozk adu 
teoretycznego jest zazwyczaj rednie odchylenie kwadratowe lub warto  statystyki 2. Tak zde  niowana 
jako  dopasowania nie musi jednak e dok adnie przek ada  si  na jako  oszacowania takich charakte-
rystyk rozk adu, jak warto  rednia czy miary nierówno ci. Celem pracy jest aproksymacja dochodów 
ró nymi rozk adami teoretycznymi (log-normalny, gamma, log-logistyczny, Daguma i Singh-Maddala) 
oraz ró nymi technikami i porównanie dobroci dopasowania mierzonej jako rednie odchylenie kwa-
dratowe z dok adno ci  oszacowania kilku charakterystyk liczbowych rozk adu (warto ci redniej, 
odchylenia standardowego, wspó czynnika Giniego, wspó czynnika Theila i trzech wspó czynników 
Atkinsona), których warto ci porównywane s  z warto ciami dok adnymi, policzonymi na podstawie 
danych niezgrupowanych.

S owa kluczowe: teoretyczny rozk ad dochodów; aproksymacja rozk adu empirycznego; dok adno  
dopasowania

ADEQUACY OF SOME CHOSEN THEORETICAL DISTRIBUTIONS CONDITIONED 
ON THE METHOD OF APPROXIMATION

A b s t r a c t

There are various theoretical distributions which are used as models for the distribution of income. 
Among them the most commonly used is probably log-normal distribution, but also gamma distribution 
or log-logistic one. There are also a number of approximation methods of these distributions. The good-
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ness of  t is commonly measured by mean squared deviation or value of 2  statistics. However, such 
measures of quality of approximation do not necessarily coincide with accuracy of some distribution 
characteristics, like inequality measures. The aim of this paper is to investigate the goodness of approx-
imation of income distribution, given in the form of frequency distribution, by means of chosen theo-
retical distributions, namely, log-normal, gamma, log-logistic, Dagum and Singh-Maddala distribution. 
The goodness is measured both by mean squared error and deviation of some distribution characteristics. 
Values calculated on ungrouped data are used as a reference for comparisons.

Keywords: theoretical income distribution; approximation of distribution; goodness of  t




