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1. WSTEP

Model ekonometryczny rozwazany w pracy powstaje poprzez przyjecie rozkladu
a priori, generowanego przez estymowany model rownowagi ogolnej, dla wektorowe;j
autoregresji bez restrykcji, prowadzac do klasy hybrydowych wektorowych autoregre-
sji znanych w literaturze pod pojeciem DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General
Equilibrium Vector AutoRegression). L.aczng one zalety stylizowanych strukturalnych
modeli makroekonomicznych z elastyczno$cia wektorowej autoregresji, pozwalajac
danym empirycznym wybra¢ stopien w jakim potwierdzaja one kazde z podejs¢. Moga
one by¢ wykorzystywane do oceny poprawnosci specyfikacji konstrukcji wywodzacej
sie z teorii ekonomii, dopuszczajac jednocze$nie mozliwos¢ uchylenia restrykcji z niej
wynikajacych, ktore nie pozostaja w zgodzie z danymi obserwowanymi. Celem pracy
jest kompleksowe oméwienie i podsumowanie zagadnien teoretycznych zwigzanym
z modelami DSGE-VAR, m.in. szczeg6lowa prezentacja rozkladéw prawdopodobien-
stwa lezacych u podstaw konstrukcji modelu potagczonego, omowienie roli parametru
wagowego 1 detali zwigzanych z konstrukcjg rozktadu a priori, w tym wyprowadze-
nie kompletnych formul na momenty teoretyczne zmiennych stanu, oraz prezentacja
kolejnych etapow budowy modelu. Praca ma charakter teoretyczny i jest autorska
synteza informacji zwigzanych z metodologia DSGE-VAR. Wypetnia ona luke w lite-
raturze polskiej przedstawiajac catosciowe ujecie modelu i moze stanowi¢ uzyteczne
wprowadzenie do badan empirycznych.

1" Praca wykonana w ramach badan statutowych Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie. Autorka pragnie ztozy¢ podzigkowania Profesorowi Jackowi
Osiewalskiemu oraz uczestnikom seminarium Katedry Ekonometrii i Badan Operacyjnych za komentarze
i dyskusje podczas prezentacji opracowania.
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2. OGOLNA CHARAKTERYSTYKA

Metodologia pozwalajaca na potaczenie wnioskowania na podstawie estymo-
wanych modeli rownowagi ogoélnej z modelami wektorowej autoregresji zostata
zaproponowana w pracy Del Negro i Schorfheide (2004) i nastepnie rozwini¢ta przez
Del Negro i in. (2007). Okresla ona klas¢ hybrydowych modeli wektorowej autore-
gresji (DSGE-VAR), ktore powstaly w wyniku poszukiwania metod uwzgledniania
w modelach wektorowej autoregresji informacji wstgpnych, majacych za zadanie
ich powigzanie z teorig ekonomii i poprawienie ich wtasno$ci. Pierwotnie prace te
koncentrowaty si¢ na zastosowaniu modeli strukturalnych, podbudowanych teoria
ekonomii, do konstrukcji rozktadow a priori dla wektorowej autoregresji (por. np.
Ingram i Whiteman, 1994), badz do porownan wiasnos$ci statystycznych makroeko-
nomicznych szeregow czasowych (por. np. DeJong i in., 1996). Modele teoretyczne
dostarczaty poréwnywalnego rozktadu a priori, ocenianego w kategoriach zdolnosci
prognostycznej uzyskanej postaci hybrydowej, jak metodologia, w ktérej zmienne
wektorowej autoregresji sg traktowane a priori jako grupa niezaleznych procesow
btadzenia losowego, zaproponowana w pracy Doana i in. (1983) i Littermana (1986).
Pierwszy tego typu model, estymowany metoda najwigkszej wiarygodnosci, powstat
po zdefiniowaniu procesu autoregresyjnego dla wektora zaktocen losowych w row-
naniu obserwacji, reprezentacji modelu rownowagi ogdlnej w przestrzeni stanow,
1 zostal zaproponowany w pracy Irelanda (2004). Dalszy rozw¢j metodologii polegat
na konstrukcji rozktadow prawdopodobienstwa, ktore w sposob formalny taczyty
wnioskowanie na podstawie wektorowej autoregresji z modelami posiadajacymi uza-
sadnienie w teorii ekonomii. Techniki te pozwolity na opracowane metod formalnego
wnioskowania o parametrach modelu rownowagi ogdlnej na podstawie wektorowe;j
autoregresji w modelu potaczonym (por. np. Del Negro i Schortheide, 2004; Del
Negro i in., 2007). Z obecnie opracowanych zastosowan mozna wymieni¢ prace m.in.
Lee i in. (2007), Liu i Gupty (2008), Watanabe (2007), Chowa i McNelisa (2010),
Adolfsona i in. (2008), Kolasy i in. (2012) i Brzoza-Brzeziny i Kolasy (2012). Niniej-
sza praca jest poswigcona szczegotowemu i kompleksowemu omowieniu metodologii
DSGE-VAR, ktora jest niezbedna do prezentacji zagadnien empirycznych, zawartych
w opracowaniu: Wrobel-Rotter (2013b). Obydwie prace stanowig kontynuacje badan
zwigzanych ze stosowaniem estymowanych modeli rownowagi og6lnej (DSGE)
w praktyce, w ramach ktorych szczegotowo omowiono podstawy teoretyczne wraz
z wyprowadzeniem réwnan strukturalnych: Wrobel-Rotter (2011a), (2011c), (2012b),
sposoby doboru rozktadu a priori dla wag i parametru wagowego wraz z omowieniem
ich wptywu na funkcje odpowiedzi impulsowych: Wrobel-Rotter (2013c), (2013d)
oraz aspekty estymacyjne i numeryczne: Wrobel-Rotter (2011b), (2012a), (2013a).
Badanie te poprzedza ogdlna charakterystyka estymowanych modeli rownowagi
ogoblnej, zawarta w pracach Wrobel-Rotter (2012c¢), (2012d) oraz we wczesniejszych:
Wrobel-Rotter (2007¢), (2007a), (2007b), (2008).
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Model DSGE-VAR sktada si¢ z pomocniczego modelu wektorowej autoregresji,
stuzacego aproksymacji rozwigzania zlinearyzowanego modelu réwnowagi ogdlnej
1 konstrukcji rozktadu a priori, oraz zasadniczego modelu wektorowej autoregresji,
szacowanego na danych rzeczywistych. Moze on by¢ interpretowany jako identyfi-
kowalny model wektorowej autoregresji (ang. identified VAR), nie za$ jako forma
zredukowana modelu strukturalnego (por. np. An i Schortheide, 2007). Modele
DSGE-VAR dostarczaja narzgdzia stuzacego odpowiedzi na pytanie w jakim stopniu
dane empiryczne potwierdzajg hipotezy wnoszone przez model rownowagi ogdlnej
a w jakim sg one lepiej opisywane przez model wektorowej autoregresji bez ogra-
niczen. Stosowanie modelu strukturalnego jako punktu odniesienia dla proceséw
wektorowe] autoregresji zaktada, ze teoria ekonomii, ujeta poprzez stylizowane
zalezno$ci zdefiniowane w teoretycznej gospodarce, nadaje si¢ do jej uwzglednienia
do opisu danych rzeczywistych. Model DSGE-VAR mozna postrzega¢ jako sposob
na poprawienie wlasno$ci wektorowej autoregresji, poprzez uwzglednienie informa-
cji wstepnej, wynikajacej z teorii ekonomii, badz tez jako technike umozliwiajaca
zlagodzenie restrykcji obecnych w modelu rownowagi ogoélnej i ocen¢ poprawno-
sci jego specyfikacji. Budowa modelu DSGE-VAR jest procesem hierarchicznym,
zaczynajacym si¢ od specyfikacji rozktadu a priori dla wektora parametréw modelu
rownowagi ogolnej, warunkowo wzgledem ktorego definiuje si¢ rozktad a priori dla
wspolczynnikow wektorowej autoregresji. Umozliwia to, po uwzglednieniu funkcji
wiarygodnos$ci, wnioskowanie a posteriori zarowno o parametrach modelu struktu-
ralnego jak i wspotczynnikach wektorowej autoregresji. Koncepcja budowy rozkladu
a priori bazuje na idei dolosowania danych, ktore nastepnie stuzg estymacji modelu
pomocniczego pozwalajacego na przekazanie informacji wstgpnej; podejscie takie sto-
sowali m.in. Sims i Zha (1998). Ma ono rowniez swoje uzasadnienie w pionierskich
pracach z zakresu taczenia w modelu statystycznym wiedzy spoza proby i informacji
niesionej przez obserwacje oraz metodach ich estymacji, zaproponowane przez Theila
1 Goldbergera (1961). Koncepcja modeli pomocniczych jest zwigzana rowniez z bay-
esowskimi metodami wnioskowania nie wprost (ang. indirect inference), (por. np.
Gallant i McCulloch, 2009).

3. MODEL POLACZONY

Laczne wnioskowanie o wspdlczynnikach i macierzy kowariancji wektorowe;j
autoregresji: @ i 2, oraz o parametrach 6 modelu rownowagi ogdlnej jest mozliwe
po zdefiniowaniu modelu potagczonego, ktory jest okreslony przez model wektoro-
wej autoregresji aproksymujacy rozwigzanie zlinearyzowanej postaci modelu struk-
turalnego oraz wektorowa autoregresje bez restrykcji dla danych obserwowalnych.
Powstaly w ten sposob model potgczony wektorowej autoregresji umozliwia, na
gruncie metod bayesowskich, jednoczesne wnioskowanie o @, 2, i 6, przy ustalonym
wektorze obserwacji. Laczny rozktad a priori dla @, X, i 6 jest budowany w sposob
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hierarchiczny, poprzez zatozenie rozktadu a priori dla parametrow modelu réwnowagi
ogolnej, a nastgpnie, warunkowo wzgledem niego, przyjecie rozktadu a priori dla
wspoélczynnikow wektorowej autoregresji:

p(@,Zu,H):p(QD,ZM 9)17(0): (1)

gdzie p(®,%,|0) to rozklad a priori wspotczynnikdéw i macierzy kowariancji wektoro-
wej autoregresji bez restrykcji, warunkowy wzgledem 6, p(6) jest brzegowym rozkta-
dem a priori dla parametréw modelu rownowagi ogolnej, specyfikowanym w sposob
standardowy, na podstawie oczekiwan co do jego wilasnosci i zakresu mozliwych
wartosci parametrow w danym przypadku empirycznym.

Statystyczny model bayesowski, zdefiniowany poprzez taczny rozktad wektora
obserwacji Y, parametrow wektorowej autoregresji i modelu strukturalnego ma postac:

p(Y,®.2,.0) = p(Y|0,2,.,0)p(V,%,[0) p(9), 2

gdzie warunkowa gesto$¢ obserwacji: p(Y|®,2,.,0) = p(Y|®,Z,) i funkcja wiarygodno-
sci: (D, X,,] Y) nie zaleza od 6. Laczny rozklad a posteriori w modelu hybrydowym
wspolczynnikow wektorowej autoregresji i parametrdéw modelu rownowagi ogdlne;j
otrzymujemy z wzoru Bayesa:

r(Y,,X,.0)

p(@.2,.0Y)="——""— 3)
4 px) >
gdzie p(Y) oznacza brzegowa gestos¢ obserwacji, przy czym zachodza réwnosci:
p(Y,0,%,,0) _ p|®.2)p(®.2,.0) pY|®.X,)p(®,2,[0)p©) (4)

p(Y) p(Y) p(Y)

Whnioskowania a posteriori z modelu hybrydowego, o parametrach wektorowe;j
autoregresji, warunkowo wzgledem parametrow 6 modelu strukturalnego, dokonuje
si¢ po faktoryzacji tacznego rozktadu a posteriori:

p(®,2,,0

Y)=p(®,2,

Y.0)p(0]Y), 5)

gdzie p(®,Z,|Y,0) jest rozktadem a posteriori wspdtczynnikéw i macierzy kowariancji
wektorowej autoregresji, warunkowym wzgledem parametréw modelu rownowagi
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ogolnej, p(Y]0) jest brzegowym wzglgdem @ i X, rozktadem a posteriori parametrow
modelu réwnowagi ogodlnej. Charakterystyki warunkowego rozktadu a posteriori
p(®.%,]Y,0) stanowig podstawe do analiz ekonomicznych, uzyskanych z hybrydowego
modelu wektorowej autoregres;ji.

Laczny rozklad a posteriori p(®,Z, 0|Y) moze zosta¢ poddany dekompozycji
umozliwiajacej wnioskowanie o parametrach modelu strukturalnego. Warunkowy
rozktad p(0|®, X,.Y) a posteriori parametréw modelu rownowagi ogolnej, przy usta-
lonych @ i 2, uzyskuje si¢ z modelu hybrydowego po zapisaniu:

p(®,Z .0

Y)=p(0|®.2,,Y)p(®.2,|Y), (6)

us

gdzie p(®,Z,|Y) jest rozktadem a posteriori wspdtczynnikéw wektorowej autoregres;ji,
brzegowym wzgledem 6, natomiast warunkowy wzgledem @ i 2, rozklad a poste-
riori dla @ nie zalezy od wektora obserwacji: p(6|®, Z,,Y)= p(0|®, X,). Oznacza to,
ze wnioskowanie, z modelu hybrydowego, o parametrach modelu strukturalnego na
podstawie danych rzeczywistych jest mozliwe posrednio, poprzez wnioskowanie
o parametrach @ oraz X, wektorowej autoregresji.

Brzegowy rozktad a posteriori p(6)Y), wektora parametréw modelu strukturalnego
0, zawierajacy dostepne po zaobserwowaniu danych Y informacje, jest uzyskiwany
na podstawie wzoru Bayesa: p(6Y) = p(Y|0)p(0)/p(Y), gdzie p(Y) = [p(Y|0)p(0)/do
jest brzegowa, wzgledem wszystkich parametrow modelu hybrydowego, gestoscia
obserwacji. Gestos¢ obserwacji w modelu polaczonym, warunkowa wzgledem 6
1 brzegowa wzgledem parametrow @ i 2),, jest dana przez:

vy 200 [p(]@.2,.0)p(@.2,[0)p(O)d(@.2,)
P p(9) p(6) )
_ _ p(Y|®,2,)p(®,%,]0)
= [p(]0,2,)p(@,3,[0)d(®,2,) = T .

Funkcja gestosci tacznego rozktadu a posteriori p(6|Y) parametréw modelu struk-
turalnego jest proporcjonalna do iloczynu gestosci a priori p(6) i warunkowej gestosci
obserwacji p(Y|6), traktowanej jako funkcja 6, przy ustalonym Y, i oznaczanej przez
1(0|Y) : p(6]Y) < [(6]Y)p(6). Alternatywnie, brzegowy rozktad a posteriori p(6]Y),
warunkowy wzgledem wektora obserwacji Y, dla parametrow modelu rownowagi
ogolnej, uzyskuje si¢ z tacznego rozktadu a posteriori: p(®,%,,0|Y), wspotczynnikow
wektorowej autoregresji @ i 2, oraz parametréw 6 modelu strukturalnego, poprzez
obliczenie catki wielowymiarowe;j:

PO = [p(@,2,,0)d(@,3,) = [p0|0,2,)p(®,2,[Nd(®,2,).  (8)
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4. MODEL STRUKTURALNY I WEKTOROWA AUTOREGRESJA

Model wektorowej autoregresji rzgdu p bez restrykeji (VAR(p)), zapisany dla n
obserwowanych zmiennych w momencie ¢, ma postac:

Y, =0,+DY,  +D,Y, ,+.D)Y,  +u,, u ~ N™(0,%,), 9)

gdzie Y, oznacza kolumng¢ (nx1) zmiennych obserwowalnych, @; dla i=/,...,p, sa
macierzami (nxn) zawierajacymi wspotczynniki wektorowej autoregresji, @, jest
wektorem (nx1) wyrazéw wolnych, u, jest wektorem (nx1[) zaktéocen losowych
postaci zredukowanej, N®(0, £,) oznacza n-wymiarowy rozktad normalny, o wek-
torze wartosci oczekiwanych rownym wektorowi zerowemu, E(u,) = 0, 1 macierzy
kowariancji E(u, u,) = %,, o wymiarach (nxn), U, i X, sa niezalezne, E(u, ut_j’) = 0.
W zapisie macierzowym otrzymujemy: Y = X® + U; gdzie Y jest macierza
(T xn) sktadajaca si¢ z wierszy Y,’, X oznacza macierz (7 x(I+np)) o wierszach
X, =[1Y. Y., Y., Ujest macierza (Txn) sktadajacg si¢ z wierszy u,, ® =
O’y @’ ®’,]" jest macierzg ((1+np) xn) wspotczynnikdw wektorowej autoregresji.
Zatozenie n-wymiarowych rozktadéw normalnych dla u,, oznacza, ze przy ustalo-
nym wektorze wartosci poczatkowych Y, ...,Y), warunkowa gestos¢ obserwacji ma
postac:

p(Y[®,2,)=27)" ?det(,) " exp{-0.50 %, (Y - XD)' (Y - XD)]},  (10)

gdzie () to slad macierzy. Laczny rozktad a posteriori otrzymujemy z wzoru
Bayesa:

yy=__ PU®Z)p(@.2,)

p(q),zu -
[p(Y|@,2,)p(@,5,)d(®.%,)

(1

gdzie w mianowniku mamy brzegowa gestos¢ obserwacji. Funkcja gestosci roz-
ktadu a posteriori p(®,Z,|Y) jest proporcjonalna do iloczynu funkcji wiarygodnosci
|(D.%,|Y), bedacej warunkowa gestoscig obserwacji p(Y|®,%,), traktowang jako funk-
cja parametrow @ i X, oraz funkcji gestosci rozktadu a priori p(®,%,) dla macierzy
wspotczynnikow 1 macierzy kowariancji:

p(D.Z,

Y) o (D,2,

Y)p(D,2,). (12)

Specyfikacja rozktadu a priori p(®,%,) = p(®,X,|0) odgrywajaca kluczowa role
we wnioskowaniu na podstawie modelu hybrydowego wektorowej autoregresji, jest
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oparta na estymowanym modelu réwnowagi ogdlnej (modelu strukturalnym), ktoérego
roOwnania sg zapisywane w formie reprezentacji w przestrzeni stanow:

s,=As,_ +Bg oraz Y, =F +Cs, +v,, (13)
gdzie s, oznacza wektor stanu, elementy macierzy 4 i B sg nieliniowymi funkcjami
0, wynikajacymi z rozwiazania postaci zlinearyzowanej modelu strukturalnego, v,
jest wektorem zaktocen losowych w rdwnaniu obserwacji, najczgséciej o rozkladzie
normalnym, v, ~N"’(0,%,), ¢ oznacza wektor innowacji zwigzanych z egzogenicz-
nymi zakldceniami losowymi wystgpujacymi w postaci strukturalnej, €, ~ N (”*)(0,25) ,
F i C oznaczajg wektor i macierz znanych stalych badz parametréw podlegajacych
oszacowaniu, Y, jest procesem obserwowalnym i kowariancyjnie stacjonarnym, co
wynika z konstrukcji modelu.

Model rownowagi ogoélnej jest tutaj traktowany jako podstawa do konstrukcji
rozktadu a priori, poprzez ktory sa uwzgledniane w wektorowej autoregresji restryk-
cje, wynikajace z przyjetych do jego konstrukcji zatozen. Budowa rozkladu a priori
wykorzystuje formalne wnioskowanie na podstawie pomocniczego modelu wekto-
rowej autoregresji, przyblizajacego model strukturalny. Aproksymacja rozwigzania
liniowej postaci modelu rownowagi ogélnej wektorowa autoregresja jest zwiazana
z wyznaczeniem szeregu restrykcji, wigzacych jej wspotczynniki, wynikajacych
z postaci modelu strukturalnego. Mozliwym sposobem transformacji rozwigzania zli-
nearyzowanej postaci modelu strukturalnego w form¢ modelu wektorowej autoregresji
jest rozpatrzenie odwzorowania wektora parametrow 6 w macierz wspotczynnikow @
i macierz kowariancji 2, dla pomocniczej autoregresji:

Y =X0+U, (14)

ktora dla jednej obserwacji wektorowej ma postac:

~ ~ p ~ o~ ~ ~ ~ ~
Y =0,+> @Y  +i, =0'X, +il,, t=1..,T, i, ~idN™02,), (15
i=1

t

gdzie Y, jest wektorem (nx1) zawierajacym zmienne obserwowalne, ktére odpo-
wiadaja zmiennym endogenicznym modelu rownowagi ogolnej przyjetym do jego
estymacji w rownaniu obserwacji, macierz ¥, o wymiarach ( T xn), sktada si¢ z wier-
szy ¥/, T oznacza liczebnosé teoretycznej proby, @'= [@, ®,...®], Djest macierza
((1+np) xn) wspotczynnikéw autoregresji, X oznacza macierz (T x(1+np)) o wier-
szach )?t =1 Z?l' 17#2'...17[71)'], )?t, )?, jest wektorem ((I+np)x1), U jest macierza
( T x1lin) sktadajaca si¢ z wierszy i,', za$ i, jest wektorem (nx1) zaklocen losowych
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o rozkltadzie normalnym, z zerowym wektorem wartosci oczekiwanych i macierza
kowariancji Z,. Funkcja wiarygodnos$ci w tym przypadku ma standardowa postaé:

0D,3 V) =27) """ det(Z,) 7% exp{-0.5t[S (¥ - XD) (Y — XD)]} =

(16)
=) detE,) T exp{-0.50{S ('Y - (XD)¥ - 7' XD + (XD) XD1}.

Odwzorowanie parametrow strukturalnych 8 w macierze D i %, uzyskuje sie
poprzez formalne wnioskowanie (ang. population regression) z wykorzystaniem
teoretycznych momentow pierwszego i1 drugiego rzedu zmiennych Y i X, Sa one
bezposrednio zalezne od parametrow modelu rownowagi ogoélnej i wyrazaja si¢ war-
tosciami oczekiwanymi Ey(.), wyznaczanymi wzgledem rozkladu prawdopodobien-
stwa 0: T(0)=E,(X, X)), [,(0)=E,(X,T), [,(0)=E,(Y, ¥)) i [,(0)=T,"(©9).
Funkcja wiarygodno$ci zapisana dla przeskalowanych momentow teoretycznych,

zamiast momentéw empirycznych ¥, i X, :

0(@,%, ) e det(z,) " exp{-0.5t{T, (T, (6)- DT, (0) - T, (O)® + DT (O)D]}, (17)

prowadzi, przy zalozeniu a priori nieinformacyjnego rozktadu Jeffreysa dla macierzy
wspoltezynnikow @ i macierzy kowariancji 2,: p(®@,%,) o« det(Z,) "™ do gestosci
tacznego rozktadu a posteriori:

P(@.2,[0) o< det(E, ) " 2 exp{~0.56(T £,(T, () - BT, (0) T, (0)d + DT, (O)D)]}, (18)

ktora jest przyjmowana w miejsce gestosci a priori wspdtczynnikdw hybrydowe;j
0)=p(®.%,

przy danym 6, posiada form¢ odwrdconego rozkladu

wektorowej autoregresji: p(®,Z, 0). Brzegowy rozktad a posteriori

macierzy kowariancji X

us

Wisharta, (por. np. Zellner, 1971):

pE.]0) = f1y G.|T, 0),T — 1+ np),m) (19)

natomiast warunkowy wzgledem i, i 0 rozktad a posteriori dla wspolczynnikow
autoregresji @, ma postac¢ rozktadu macierzowego normalnego:
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P@E,.0) = £ (@] D(0), T 0). €,) ), 20)

badz w zapisie dla wielowymiarowego rozktadu normalnego (por. np. Poirier, 1995):

5, 1) = [ (ee(@)|vec(®). £, ®TT(O)] )] 1)

p(vec(®)

gdzie ® to iloczyn Kroneckera, za$ vec(.) wektoryzacj¢ macierzy. Macierze parame-
trow:

ci(e):[r,;(e)]”r;(e) i i,(e)=r;;,(m—r;(e)[r;w)]*‘r;(e), (22)

sg estymatorami najwigkszej wiarygodnosci i najmniejszych kwadratdw macierzy
wspotczynnikéw @ i macierzy kowariancji £,. Macierz I, (6) jest odwracalna, jesli
w modelu rownowagi ogdlnej liczba zaktocen wystepujacych w postaci strukturalnej
jest rowna liczbie n obserwowanych szeregdw czaspwych w, rownaniu obserwacji
(por. np. Del Negro i Schorfheide, 2004). Macierze ®(6) i Z,(0) zywane sa funk-
cjami ograniczen (ang. restriction function), ktére nalozone na parametry wektorowe;j
autoregresji bez restrykcji powoduja, ze nasladuje ona model réwnowagi ogolnej, sta-
jac si¢ jego aproksymacjg i tworzac model wektorowej autoregresji z ograniczeniami.

5. ROLA PARAMETRU WAGOWEGO

Model hybrydowej wektorowej autoregresji, w najprostszym przypadku, mogtby
zosta¢ zbudowany poprzez zastgpienie parametrow wektorowej autoregresji bez
ograniczen: @ i X, estymatorami: ®(d) i X (6), bedacymi funkcja parametrow 0

modelu réwnowagi ogolnej, i zdefiniowanie dla nich rozktadu a priori. Byloby to

mozliwe, poniewaz funkcja wiarygodno$ci /(®,Z,|Y), przy zatozeniu normalnosci
rozktadu warunkowej gestosci obserwacji Y, zalezy wylacznie od jej parametrow
® oraz 2. OtrzymalibySmy w ten sposéb wektorowa autoregresje, w ktérej wnio-
skowanie a posteriori sprowadzatoby si¢ do wnioskowania o parametrach modelu

strukturalnego, posrednio poprzez model autoregres;ji:

POY) = (@0).5, (O)Y) p(@(6).5,(0)). (23)
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gdzie funkcja wiarygodnosci f(@(@),iu(e)\Y ) bytaby zalezno$cig wylacznie od para-
metrow modelu strukturalnego, za$ rozklad a priori p(®(6),X,(0)), bytby funkcja
rozktadu a priori dla 6. Procedura taka oznaczalaby przyjecie zatozenia, ze model
rownowagi ogolnej jest poprawnie wyspecyfikowany a jedynie nieznane pozostajg
warto$ci parametrow 6.

Estymowane modele rownowagi ogolnej zazwyczaj nie w pelni poprawnie
opisuja analizowane zjawisko, co powoduje niecadekwatnos¢ powyzszego schematu
wnioskowania i konieczno$¢ jego modyfikacji w kierunku dopuszczenia mozliwosci
wystapienia bledu specyfikacji. Laczny rozktad a priori parametréw wektorowe;j
autoregresji p(®,X,) rozwaza si¢ warunkowo wzgledem parametréw modelu struk-
turalnego p(®,%,|0), ustalajac jego wartosci oczekiwane w punktach (%(6) i i{(@)
oraz definiujagc dodatkowy parametr A okreslajacy jego rozproszenie. Oznacza to,
ze rozktad a priori p(®,X,), rozwazony warunkowo wzgledem 6 i A: p(®,Z,|0, 1),
jest scentrowany w punktach odpowiadajacych funkcjom restrykeji z modelu row-
nowagi ogolne;j, (%(6?) i iu(a). Symptomem niepoprawnej specyfikacji modelu
réwnowagi ogdlnej sa, w tym kontekscie, odchylenia parametrow wektorowej auto-
regresji bez ograniczen @ i 2, od parametrow wektorowej autoregresji z restrykcjami
Cf)(ﬁ) i i{(@); niewystgpowanie takich odchylen sugeruje poprawna specyfikacje
modelu rownowagi ogdlne;.

Zdefiniowanie hiperparametru 4 prowadzi, w przypadku cigglym, do continuum,
modeli hybrydowych, ktoérych wtasnosci okres§la zakres mozliwych jego wartosci.
Dolna granica dla A, powiazana z liczba n obserwowanych szeregéw czasowych
1 z rzgdem p opdznienia w wektorowej autoregresji, wynika z warunku istnienia
rozkladu a priori p(®,Z,6, 1) i jest ustalana na poziomie (n+ k*)/T gdzie k* ozna-
cza rzad macierzy X. Ogolna interpretacja wskazuje, ze wartosci A bliskie dolnej
granicy oznaczaja, ze rozktad a priori p(®,2,|6, 1) jest znacznie rozproszony i do
modelu hybrydowego jest wnoszona nikta informacja a priori o ®@ i 2, pochodzaca
z modelu réwnowagi ogodlnej, co oznacza ze posiada on wiasnosci bliskie wektoro-
wej autoregresji bez restrykcji. Z drugiej strony, graniczny przypadek, kiedy 4>,
wskazuje, ze rozklad p(®,X,|0, ) zmierza do rozktadu jednopunktowego w modalnej
D(O) i fu(ﬁ), a model hybrydowy nasladuje model rownowagi ogoélne;j.

Zdefiniowanie parametru okres§lajgcego rozproszenie rozktadu a priori parame-
trow wektorowej autoregresji wskazuje, ze warunkowo wzgledem A, wnioskowanie
a posteriori w modelu hybrydowym przebiega w sposob standardowy. Laczny rozktad

a priori parametrow modelu rownowagi ogélnej 1 wektorowej autoregresji ma struk-
ture hierarchiczna:
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p(®,%,.0 0,4)p(0), 24

A) = p(@,2,

1 po uwzglednieniu warunkowej gestosci obserwacji, p(Y|®,%,), prowadzi do tacznego
rozktadu obserwacji i parametréw modelu hybrydowego, warunkowo wzgledem A:

r(¥,®.2,.0 0,2)p(6), (25)

)= pY|®,2,)p(®.Z,

gdzie warunkowa gesto$¢ obserwacji: p(Y|®,X,) nie zalezy od 6 i A. Laczny rozktad
a posteriori, przy ustalonym 4, jest dany przez:

p(Y|®,2,)p(®.2,10,4)p(0)

p(Y|A)

p(®.2,.0Y, 1) =

(26)

Na podstawie jego dekompozycji otrzymujemy warunkowy rozktad a posteriori
wspotczynnikéw hybrydowej autoregresji i brzegowy dla 6:

p(@.2,.0 Y,2), 27)

Y,4)=p(®.Z,

Y,0,4)p(0

gdzie warunkowy rozktad a posteriori parametrow autoregresji p(®,Z,|Y,0,4) jest
wyznaczany ze wzoru Bayesa, na podstawie formalnego wnioskowania w modelu
wektorowej autoregresji, warunkowo wzgledem parametrow modelu réwnowagi
ogoblnej 1 4:

p(Y|®,2,)p(@,%,]6,4)
[p(Y|©,2,)p(®.2,]6,1)d(®,%,)

(DX, (28)

Y,0,1)=

Optymalna wartos$ci parametru rozproszenia /A jest ustalana na podstawie kryte-
rium maksymalizacji brzegowej gestosci obserwacji:

0,2)p(0)d(®,%,)d0 =

YD) = [ [p(Y|0,2,)p(®,,

29
= IP(H) Ip(Y D,% ) p(D,Z, 29

0,1)d(®,%,)d0 = [p(0)p(Y

0,2)do
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traktowanej jako ogolna miara dopasowania modelu do danych. Catkowania w funkcji
brzegowej gestosci obserwacji p(Y|1) wzgledem @ i X, przy ustalonym A i wektorze
6, moga zosta¢ wykonane analitycznie, jesli rozktad a priori p(®,Z,0, 1) przyjmie
si¢ z naturalnej rodziny sprz¢zonej do rozkladu normalnego dla p(Y|®,Z,), natomiast
jedynie ostatnia catka, po elementach wektora 6, jest obliczana numerycznie.

W modelu hybrydowym mozliwe jest potraktowanie 4 jako dodatkowego para-
metru, podlegajagcego estymacji po przyjeciu dla niego rozkladu a priori, w szcze-
gblnosci rozktadu jednostajnego na ustalonym arbitralnie przedziale, (zob. Adjemian
i in., 2008). Laczny rozklad a priori wszystkich parametrow modelu hybrydowego
ma wtedy postac:

p(®,Z,,0,4)= p(D,Z,

0,)p@)p(4), (30)

ud

gdzie zmienne losowe 6 i 4 sg niezalezne. Laczny rozklad obserwacji, parametrow
modelu hybrydowego i parametru wagowego jest wtedy okreslony przez:

p(Y,®,%,,0,1)= p(Y|®,Z,) p(D,X,]0, 1) p(0) p(1), (31)

ud

z ktorego uzyskujemy taczny rozktad a posteriori:

pY|®.Z,)p(D,2,

0,)p(@)p(1)

p(®,2,,0,AY)= , (32)
r(¥)
gdzie p(Y) jest brzegowa gestoscia obserwacji, wyrazong catka:
p(N) = [[[p(Y|©,2,) p(®,%,]0,4) p(0) p(A)d(®, %, )d0d 1. =
= [p(2) [p(0) [p(¥|®,2,)p(@,2,]0, )d(@,3,) d0d = (33)

= [p(0) [pO)p(¥]o. 2)d6d,
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natomiast brzegowy rozklad a posteriori dla 4 jest otrzymywany z tgcznego rozkladu
a posteriori po zapisaniu:

PUAY) = [p(@,%,,0,4

Y)d(®,%,,0) =
(34)

:jp(i Y,0)p(0|Y)d(®,%,,0).

Y,0,2,,0)p(D.Z,

Laczny rozklad a posteriori mozna podda¢ dekompozycji na warunkowy rozktad
a posteriori wspotczynnikow hybrydowej autoregresji i brzegowy dla 6 i 4:

p(D,2 0,4 Y), (35)

Y)=p(@,2,

Y,0,4)p(0,4

ud

gdzie warunkowy rozklad a posteriori parametrow autoregresji p(®,%,|Y,0,4) wyraza
si¢ standardowa gestoscig prawdopodobienstwa, natomiast brzegowy rozktad para-
metrow modelu strukturalnego i parametru wagowego p(6,1|Y), jest przyblizany
numerycznie, z zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Hastingsa (zob. Adjemian
i in., 2008).

Przypadek A=0 implikuje, ze w modelu hybrydowym parametry modelu réwno-
wagi ogolnej 1 wektorowej autoregresji sg a priori niezalezne:

p(®,2,.,0

) =p(®@,2,

0,)p(0) = p(®,Z,)p(0), (36)

Np(®.2,)p0).

Funkcja wiarygodnosci /(®,%,|Y) nie zalezy od wektora parametrow modelu
strukturalnego, co oznacza ze rozklad a priori p(6) nie jest uaktualniany przez obser-
wacje 1 dane empiryczne nie dostarczajg informacji o 6. W konsekwencji rozktad
a posteriori parametrow modelu rownowagi ogolnej, uzyskany na podstawie modelu
hybrydowego, jest tozsamy z rozkladem a priori. Przyjecie >0 implikuje zaleznosé
a priori ®, 2, 1 6, umozliwiajgc jednoczesnie uwzglednienie informacji z modelu
strukturalnego w modelu hybrydowym oraz wnioskowanie na jego podstawie o 6.
W modelu hybrydowym ograniczenie naktadane na parametr wagowy: A>(n+k")/T,
oznacza ze w granicznym przypadku wiedza wstepna pochodzaca z modelu row-
nowagi ogolnej jest uwzglgdniana w znikomym stopniu, jednak wystarczajacym do
przeprowadzenia formalnego wnioskowania o parametrach modelu réwnowagi ogo6l-
nej.

skad taczny rozktad a posteriori ma postac: p(¥,®,%,,0) = (DX,
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6. KONSTRUKCJA ROZKLADU 4 PRIORI

Specyfikacja warunkowego, wzgledem parametrow modelu strukturalnego i przy
ustalonym parametrze A, rozktadu a priori p(®,2,|6, 1) wspotczynnikéw wektorowej
autoregresji bez restrykcji, wykorzystuje formalne wnioskowanie statystyczne, ktore
wywodzi si¢ z koncepcji dolosowania danych. Rozwazamy pomocniczy model wek-
torowej autoregresji: ¥* = X'® + U", gdzie Y* jest macierzg (T" xn), X" to macierz
(T*x(1+np)), U* jest macierza (T* xn) o wierszach u, ', u, ~iidN"(0,%,) rozwazamy
jego estymacje na podstawie probki danych symulacyjnych, pochodzacych z liniowego
rozwigzania modelu rownowagi ogolnej. Skalar A, opisujacy rozproszenie rozktadu
a priori z modelu strukturalnego, okresla liczebno$¢ danych sztucznych T* wzgledem
danych rzeczywistych, A=T"/T, ktora odzwierciedla wage poszczegdlnych modeli
we wnioskowaniu na podstawie modelu hybrydowego W = T°/(T + T*) = A/(1 + ).
Laczny rozktad a posteriori wspotczynnikow i macierzy kowariancji wektorowej auto-
regresji szacowanej na danych sztucznych, przy zalozeniu dla nich a priori rozktadu
Jeffreysa: p(®,%,) oc det(T,) "*"'?, ma posta¢ rozkladu macierzowego normalnego
— odwréconego Wisharta:

PO,V A) = fopy (@,2,| & (X7 X)), AT —(1+np)), 37)

gdzie @ =(X"X)' XY i E =YY Y X (X" X)) XY, (por. np. Zellner,
1971; Poirier, 1995; Koop, 2003). Rozktad p(®,Z,|Y",1) aproksymujacy p(®,X,|0, 1),
jest przyjmowany jako rozktad a priori dla modelu wektorowej autoregresji, estymo-
wanego na danych rzeczywistych. Rozklad ten nalezy do naturalnej rodziny sprz¢zone;j
do rozktadu normalnego dla funkcji wiarygodnos$ci modelu autoregresji dla danych
rzeczywistych ((®,2 [Y), w szczegodlnosci jest to iloczyn rozktadu odwrdconego
Wisharta dla 2, i macierzowego normalnego dla @, warunkowo wzgledem 2,
Znaczna liczebnos$¢ danych sztucznych wzglgdem liczebnosci danych obserwo-
wanych oznacza, ze estymatory parametrow modelu hybrydowego beda pod silnym
wplywem informacji wywodzacych si¢ z modelu réwnowagi ogolnej, a doktadniej
z aproksymacji wektorowg autoregresjg rozwigzania zlinearyzowanej postaci modelu
strukturalnego. Jesli pomijamy dane symulacyjne w procesie wnioskowania, (A=7"=0),
to oszacowania parametrow modelu hybrydowego sprowadzaja si¢ do ocen parame-
trow uzyskanych w wektorowej autoregresji z nieinformacyjnym rozktadem a priori,
za$ model rownowagi ogolnej nie przekazuje informacji wynikajacej z przyjetych do
jego konstrukcji zatozen. Optymalna warto$¢ A, znajdujaca si¢ w gornym zakresie
mozliwych jej wartosci, w szczegdlnosci (A—), oznacza ze model hybrydowy ma
wlasnosci bliskie modelowi strukturalnemu, co bywa rowniez uwazane za argument
przemawiajacy za odpowiednig jego specyfikacja, spetnieniem przez obserwacje
restrykcji ekonomicznych i dobrym dopasowaniem do danych empirycznych.
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Stosowanie procedury dolosowania danych sztucznych, jako metody wprowa-
dzania do modelu hybrydowego informacji wstepnych, jest zwigzane z pojawieniem
si¢ dodatkowej niepewnosci probkowej, bedacej konsekwencjg symulacji obserwacji.
Mozliwa jest, w takiej sytuacji, modyfikacja wnioskowania i zastgpienic momentow
empirycznych danych generowanych ich momentami teoretycznymi. W przypadku
estymowanych modeli rownowagi ogdlnej mozna analityczne wyznaczy¢ teoretyczne
momenty drugiego rzedu zmiennych obserwowalnych, na podstawie reprezentacji
modelu réwnowagi ogolnej w przestrzeni stanow, i zastapi¢ nimi wystepujace w funk-
cji wiarygodnosci wektorowej autoregresji momenty empiryczne danych sztucznych
(por. np. Del Negro i Schortheide, 2004; Del Negro i Schorfheide, 2008). Rozwiazanie
modelu strukturalnego w formie rownania stanu jest dyskretnym liniowym ukladem
dynamicznym, rzedu pierwszego, ktorego wartos¢ oczekiwana oraz momenty dru-
giego rzedu, dla ustalonego 6, moga zosta¢ wyznaczone analitycznie.

Wektor wartos$ci oczekiwanej zmiennych endogenicznych modelu réwnowagi
ogo6lnej w stanie stabilnym E(Y)) jest rowny F. Scentrowana macierz kowariancji wek-
tora Y;, wyznaczona na podstawie reprezentacji modelu strukturalnego w przestrzeni
stanow, jest okreslona przez E(yo) =(C'Z,C + X, natomiast pozostale macierze (scentro-
wanych) autokowariancji s3 wyrazone formulg, 2\ =C'4’E.C , dla j=1,2,...p, oraz
Z(yf ) = ng-i ), (zob. Warne i in., 2012). Macierz kowariancji zmiennych stanu w stanie
stabilnym 2 jest bezposrednio obliczana po rozwigzaniu réwnania Lapunowa:

AX A'+BL _B'=% (38)

ktore jest otrzymywane na podstawie definicji macierzy kowariancji wektora stanu:

E[(s, —5)(s, —5)'1= E[(4s, , + B& )(4s, , + B&,)']= AS_ , A'+BS_ B'=3

8,(1) (1) 5,(0)°

przy zalozeniu niezmienno$ci w czasie X, = X; i macierzy kowariancji szokow
strukturalnych X, ) = Z,, spelnienia przez macierz 4 warunkow stabilno$ci, nieza-
lezno$ci wektora stanu s, od wektora zaktocen strukturalnych ¢, oraz E(s,)=s =0.

Aproksymacja modelu réwnowagi ogélnej modelem wektorowej autoregresji
bez restrykcji jest dokonywana poprzez zastapienie jej wspotczynnikow @ i fu
parametrami implikowanymi przez model strukturalny ®(@) i iu(e), uzyskanymi
na podstawie autoregresji dla momentéw teoretycznych, warunkowo wzgledem
0. Warto$¢ oczekiwana wektora Y, jest rowna E(Y,) = F w modelu strukturalnym
i E(Y )=®'(0)X, w wektorowej autoregresji. Macierze niecentralnych momentow

drugiego rzedu zmiennych obserwowalnych 57, i X .» wzgledem rozktadu parametrow
modelu strukturalnego 8, sa dane przez wartosci oczekiwane (zob. Warne i in., 2012):
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E,(Y, Y)) = E,[(®'X, +ii, (DX, +iI,)]= E,[(®'X,(®'X,) ]+ E, (i, =

P X, X, D+5, = FF4+20 =T (6), (39)
gdzie E(Y}Y))=FF'+2{" w modelu rownowagi ogdlnej,
1 VAN A 1 F .. F
- ~ Y, Y Y, 6 .. Y[Y F =0 ozt
Eg( ; ,) —E t:—l t—l: t-1 : t—l:l—[) :Eg : y : } :Fxx(e)’ (40)
AR S B A RT

dla E,(VY.,) = E[(®'X, +@)(®'X,_, +4_)]1= FF+2\" | E,(Y_)=E,(Y_J) oraz:

7 F
o~ A FF'+2 )
EB(XIY;):EH : :EH N ’ :ny(e)’ (41)
AN A FF'+X(”

przy czym E,(X,Y)=E, (¥, X)) = I'.(6). Model wektorowej autoregresji Y, wzgle-
dem X,, bazujacy na momentach teoretycznych determinuje rzutowame pararnetrow
modelu rownowagi ogdlnej 6 w parametry wektorowej autoregresji, CI)(H) i3 L(O).
Zamiana momentow empirycznych danych sztucznych Y™'Y", Y'X i X' X~
na momenty teoretyczne I,,(6), T, (6) i T .(0), pochodzace z modelu réwnowagi

ogolnej, prowadzi do nastepujacego tagcznego rozktadu a priori dla parametréw hybry-
dowego modelu wektorowej autoregresji:

(42)
exp HOSH{ATE, (I, (6) @' T, (0) - T (O)D+D' T (O)D)]}.

gdzie T = AT, za$ stala normujaca z rozktadu Wisharta jest rowna:
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n(1+np) _/?.Tf(lJrnp) n(AT=(14np))  n(n-1) ,

GO=01) * OIT@) deGrme) 2 2 ¢ x| ”‘“*2’”’”1"} (43)

Spelienie warunku: A>(1+np+n)/T oraz odwracalno§¢ macierzy momentow
I'.(8), oznaczaja, ze otrzymany rozklad jest whasciwy (funkcja gestosci catkuje sic
do jedno$ci) oraz niezdegenerowany (jego dziedzina nie jest ograniczona do pod-
przestrzeni przestrzeni parametroOw wektorowej autoregresji). Jesli A=0 to model
polaczony sprowadza si¢ do wektorowej autoregresji bez restrykcji, natomiast jesli
0<A<(1+np+n)/T to otrzymany rozktad a priori jest niewlasciwy.

7. ROZKELAD A POSTERIORI

Laczny rozktad a posteriori dla @ i X, proporcjonalny do iloczynu funkcji wia-
Y) i rozktadu a priori p(®,%,|0,1):

rygodnoéci /(®@,Z,

p(D.Z2,

Y,0,4) < (.3,

Np(®.Z,

0,2), (44)
ma posta¢ rozktadu macierzowego normalnego — odwroéconego Wisharta:
O" AT (0)+ X' XL[(A+ DTZ(O)] ", (1+ AT —(1+np)), (45)

P(®,Z,|Y,0,2)= fpw (D, Z,

i dany jest wzorem:

p(D,Z,|Y,0,2) = ;) (O)det(Z, ) TN exp {=0.500{F, ' [(Y — XD) (¥ — XD) + ”
+AT(,,(0)=®'T, (0)-T, ()@ + DT, (O)®)]}},
gdzie stata normujaca jest rowna:
n(l+np) on 7(1+Z.)T7(1+np)
Coy(@)=Q2r) > det(AIT " (@) + X' X) 2 det((l+ )T 27 (0)) 2 x
X2n<<1+ﬂ>rz—<1+np>> ﬁ% ﬁl" AT (Ut np) +1-i] (47
i 2
Uktad warunkowych rozkltadoéw a posteriori ma postac:
PE|Y,0,) = £, (| (A+DTE"(O), 1+ )T — (1 + np), n), (48)
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0,2) = [ " (D ®"(0), (ATT.(0) + X' X),Z,"), (49)

p(OY, 2

ud’

gdzie warto$¢ oczekiwana ®"(8)=(ATT, (0)+X'X) (ATT, (0)+X'Y) wspot-
czynnikow wektorowej autoregresji jest wypadkowg momentow teoretycznych,
pochodzacych z modelu réwnowagi ogdlnej, i momentéw empirycznych danych
obserwowalnych, oraz:

S"O) =[(A+ DTT'[(ATT,,(6) +Y'Y) - (ATT, (0) + Y' X)D"(6)]. (50)

Macierze momentow teoretycznych, wystepujace w konstrukeji rozktadu a priori
na podstawie modelu strukturalnego, maja réwniez uzasadnienie, jako macierze
graniczne, przy liczbie danych sztucznych T* zmierzajacej do nieskonczonosci:
lim Y'Y /T" =T, (6). Analogiczne zaleznosci zachodzg dla T (0) i T (0). Liczba
T —o
obserwacji sztucznych 7"—o0, w modelu potaczonym oznaczataby, ze wnioskowanie
a posteriori sprowadza si¢ do wnioskowania na podstawie modelu strukturalnego.
Analiza zaleznosci wartosci oczekiwanej a posteriori od parametru wagowego A jest
mozliwa po wyltaczeniu wyrazenia 7T(1+4) z kazdego z czynnikéw wystgpujacych
w réwnaniu dla ®"(6):

. A 1 A 1
o"@)=( =—1T O +—T'xXx V' ( LT @+—T'x7 ), (61
()(M WO+ )(IMX}()M )

jesli A—oo to ®"(#) zmierza do funkcji ograniczenia ®(6), natomiast je§li A—0,
to ®"(0) jest bliskie estymatorowi najmniejszych kwadratow dla @, przy czym
A>(1+np+n)/T.

Konstrukcja modelu hybrydowego umozliwia wnioskowanie a posteriori o para-
metrach modelu rownowagi ogodlnej, ktore przebiega posrednio, poprzez wnioskowanie
o parametrach wektorowej autoregresji @ i X,, warunkowo wzgledem wspolczynnika

wagowego 4. Brzegowy rozktad a posteriori p(6|Y,1), jest uzyskiwany na podstawie

wzoru Bayesa: p(0|Y,2) = p(Y|0,)p(0)/ p(Y|A), gdzie p(Y|A) = Ip(Y|0,2)p(0)d0 jest brze-
gowa, wzgledem wszystkich parametrow modelu hybrydowego, gestoscia obserwacji.
Warunkowa wzgledem 6 i A oraz brzegowa wzglgdem @ i X, gestos¢ obserwacji
w modelu hybrydowym dana jest przez:
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p(Y|®,2)p(®,2,]60,2)
Y10, 0) = [ p(Y|®.2 ) p(D,Z |0, )d(®D,% ) = u _
p(Y[0,2) = [p(Y|®,2,)p(®,2,[0, 1)d(®,5,) ORI,
o . U A)T=(mp)
ey (0)  det(ATT.(0) + X' X) 2 det((1+ A)TS"(0)) 2
=Q2n) ? = " AT—(1+np) X
c(1)(9) 2 - 2 (52)

det(ATT. (0)) 2 det(ATZ,(0)) >

T n((+A)T=(1+mp)) p _ .
Qr) 22 HF[(1+1)T (12+ np)+1 l:|
x i=1
n(AT-(1+np)) p _ .
S HF[AT (1 +2np)+l z}
1

i=

Charakterystyki rozktadu a posteriori: p(0)Y,A) < ((6|Y,1)p(0) sa otrzymywane
numerycznie, z zastosowaniem algorytmu Metropolisa i Hastingsa (zob. np. Schorfhe-
ide, 2000; Del Negro i Schorfheide, 2004; Adjemian i in., 2008). W przypadku, kiedy
A traktujemy jako dodatkowy parametr podlegajacy estymacji, taczny rozklad a poste-

riori p(®,Z, ,6,1]Y) jest iloczynem rozktadu macierzowego normalnego — odwréco-
nego Wisharta dla p(®,X,|Y, 6,4) i rozktadu prawdopodobienstwa o niestandardowej
postaci dla p(6,1|Y), przyblizanej przez MCMC.

8. PODSUMOWANIE

Opracowanie zawiera omowienie budowy i wnioskowania w modelu wektorowej
autoregresji, w ktorym rozktad a priori dla macierzy wspotczynnikéw i kowariancji
jest generowany na podstawie estymowanego modelu rownowagi ogolnej. Przyjecie
do konstrukcji rozktadu a priori modelu ekonometrycznego, u podstaw ktorego leza
zatozenia implikowane przez teori¢ mikro i makroekonomii, pozwala na uwzglednie-
nie réznych jej aspektéw w modelu polaczonym, w szczegdlnosci umozliwia testowa-
nie stopnia potwierdzenia alternatywnych zalozen przez dane empiryczne. Kluczowa
role w modelu polaczonym wektorowej autoregresji i rdwnowagi ogolnej odgrywa
parametr wagowy, odpowiedzialny za udzial informacji a priori. Parametry modelu
polaczonego sa estymowane technikami bayesowskimi, co umozliwia formalne ujecie
niepewnos$ci zwigzanej z ocenami parametrow a posteriori. Artykut stanowit synteze
informacji teoretycznych zwiazanych z metodologia DSGE-VAR, bedacych etapem
wstepnym badan empirycznych.
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ESTYMOWANE MODELE ROWNOWAGI OGOLNEJ I AUTOREGRESJA WEKTOROWA.
ASPEKTY TEORETYCZNE

Streszczenie

Model DSGE-VAR sktada si¢ z dwoch modeli autoregresji wektorowej: pierwszy z nich, pomoc-
niczy, jest aproksymacja estymowanego modelu rdéwnowagi ogolnej, zapisanego w formie reprezenta-
cji w przestrzeni stanow, i stuzy konstrukeji rozktadu a priori dla drugiego, szacowanego dla danych
obserwowanych. Laczne wnioskowanie o parametrach modelu strukturalnego i autoregresyjnego jest
mozliwe po zbudowaniu odpowiednich rozktadow prawdopodobienstwa, stanowiacych podstawe metod
bayesowskich. Kluczowa role petni parametr wagowy, ustalajacy optymalne proporcje obydwu podejsé¢
i majacy zasadnicze znaczenie dla oszacowania brzegowej gesto$ci obserwacji, stanowiacej podstawe
do poréwnan mocy wyjasniajacej modeli. Artykut stanowi syntez¢ informacji teoretycznych zwigza-
nych z metodologia DSGE-VAR, i moze by¢ traktowany jako etap wstepny i wprowadzajacy w badania
empiryczne.

Stowa kluczowe: DSGE-VAR, dynamiczny stochastyczny model rownowagi ogélnej, wnioskowanie
bayesowskie, specyfikacja rozktadu a priori

AN ESTIMATED GENERAL EQUILIBRIUM MODEL AND VECTOR AUTOREGRESSION.
THEORETICAL ASPECTS

Abstract

The DSGE-VAR model consists of two models of vector autoregressions: the first one approximates
linearised solution of the dynamic stochastic general equilibrium model and is used as a tool for con-
struction of a prior distribution for the second one, estimated with the observed data. Combined inference
is possible on the basis on probability distributions with the Bayesian techniques. The key role in the
hybrid model is played by the weighting parameter that defines the relative proportions of the structural
and autoregressive models. It has crucial impact for the marginal data density that allows to compare
the power of different models. The main purpose of the paper is to present in details model assumptions
and estimation.

Keywords: DSGE-VAR, dynamic stochastic general equilibrium model, Bayesian inference, prior
specification



