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1. WPROWADZENIE

Badanie niektorych zjawisk medycznych, demograficznych, spotecznych, gospo-
darczych czy politycznych wymaga przeprowadzenia tzw. analizy czasu trwania.
Termin ten w zalezno$ci od obszaru zastosowania ma réwniez inne okreslenia: ana-
liza przezycia, dozycia (np. w medycynie, demografii, biologii), analiza przejscia (w
ekonomii, naukach spotecznych), analiza niezawodnosci (w naukach technicznych)
(por. np. Balicki, 2006). Poczatkowo metody analizy trwania zjawisk znajdowaty
zastosowanie w statystyce medycznej i demografii, ale z czasem weszty do kanonu
narzedzi badawczych innych dyscyplin naukowych. W szczegdlno$ci w ostatnim
czasie obserwuje si¢ wzrost zainteresowania tymi metodami w badaniu zjawisk spo-
leczno-gospodarczych, np. w zagadnieniach dotyczacych wchodzenia przedsigbiorstw
na rynek, czasu istnienia firm, rynku pracy, rynku nieruchomosci, itd.

Dane wykorzystywane w analizie trwania moga mie¢ charakter kompletnych badz
niekompletnych danych. Jedng z przyczyn niekompletnosci danych jest zjawisko cen-
zurowania jednostek wigzace si¢ z ich eliminacjg z pola obserwacji. Przyktadowo
podczas §ledzenia zbioru obiektdow moga pojawié si¢ jednostki, ktorym bedzie towa-
rzyszy¢ zdarzenie konczace ich obserwacje lub tez jednostki, w przypadku ktorych
takie zdarzenie nie wystapi do zakonczenia procesu obserwacji. W tej drugiej sytuacji
jednostki nazywamy cenzurowanymi. Cenzurowanie moze si¢ odbywac ze wzgledu
na czas (ang. time censoring) lub ze wzgledu na zakonczenie badania w okreslonym
terminie. Takie cenzurowanie nazywamy cenzurowaniem typu I (por. Balicki, 2006).

Wyréznia si¢ trzy podstawowe typy cenzurowania danych ze wzgledu na czas
(cenzurowanie [ typu): cenzurowanie prawostronne, lewostronne oraz obustronne
(przedzialowe). W praktyce najczesciej spotykane jest cenzurowanie prawostronne.
Moze mie¢ ono miejsce w jednej z dwoch sytuacji (por. Deszczynska, 2011):

1 Artykut zawiera wybrane wyniki uzyskane w ramach Badaf Statutowych prowadzonych w Kate-

drze Statystyki Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie w 2012 r. (umowa nr 16/KS/6/2012/S/016).
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— utraty obserwowanej jednostki na skutek zdarzenia losowego (innego niz oczeki-
wane zdarzenie), ktora przedwczesnie wyeliminowano z badania (np. zgon bezro-
botnego szukajacego pracy w analizie czasu pozostawania bez pracy, zniszczenie
mieszkania przeznaczonego do sprzedazy (w analizie czasu sprzedazy mieszkan
na rynku wtormym) na skutek pozaru,

— zaprzestania procesu obserwacji badanej jednostki z powodu zakonczenia badania,
przy czym ewentualne zdarzenie zwigzane z tg jednostka w pozniejszym czasie
nie zostanie juz odnotowane (np. zaprzestanie obserwacji bezrobotnego, ktory do
momentu zakonczenia badania nie znalazl pracy; zakonczenie obserwacji miesz-
kania, ktoérego nie sprzedano do momentu zakonczenia badania).

Zwroémy uwage, ze w pierwszym przypadku cenzurowanie prawostronne ma
charakter losowy, a w drugim ma charakter ustalony.

Przyjmijmy, ze kazda losowa jednostka ma swdj wiasny czas trwania 7, nato-
miast czas mierzony do momentu cenzurowania oznaczmy przez C (zakladamy tez,
ze zmienne losowe T oraz C sa niezalezne dla kazdej obserwowanej jednostki). Wow-
czas w przypadku losowego cenzurowania kazda jednostk¢ mozna scharakteryzowac
wektorem (Y, o), gdzie:

Y =min(T,C),
1, gdy T<C

o0=IT<C)=
0, gdy T>C.

(D

Zatem wskaznik § przyjmuje wartos¢ 1, jesli jednostka nie jest cenzurowana lub war-
tos¢ 0, gdy jednostka jest cenzurowana.
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Rysunek 1. Cenzurowanie prawostronne

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie Balicki (2006).



Analiza mocy wybranych testow jednorodnoSci czasow trwania dla populacji o rozktadzie Weibulla 307

Przyktad cenzurowania prawostronnego przedstawiono na rysunku 1. Obserwacje
nr 3 nalezy traktowac jako cenzurowana prawostronnie, gdyz zostata utracona przed
koncem badania, natomiast obserwacja nr 2 jest rowniez cenzurowana prawostronnie,
gdyz udalo jej si¢ ,,przetrwaé” okres badania bez wystapienia zdarzenia, ktére byto
przedmiotem badania. Jedynie w przypadku jednostki nr 1 zaobserwowano zdarzenie,
ktore bylo przedmiotem badania w analizie historii zdarzen i ta obserwacja cenzuro-
wang nie jest.

Przyjmijmy, ze analizowane zdarzenie nastgpilo przed poczatkowym momentem
procesu obserwacji, ale nie wiadomo doktadnie kiedy. Mowimy wowczas o cenzuro-
waniu lewostronnym. Z takim cenzurowaniem spotykamy si¢ np. przy badaniu zapa-
dalno$ci na pewng chorobg w grupie pacjentow, sposrod ktorych niektorzy nie potrafia
precyzyjnie okresli¢ kiedy w przesztos$ci wystapily u nich pierwsze objawy choroby.
W sytuacji, gdy cenzurowanie jednostek nastepuje roéwnoczesnie przed momentem
rozpoczecia procesu obserwacji 1 po jego zakonczeniu, to moéwimy o cenzurowaniu
obustronnym.

Jak juz wspomniano przedmiotem badania w analizie trwania jest czas, jaki
uplywa od poczatku procesu obserwacji, az do momentu zaistnienia zdarzenia kon-
czacego dalsza obserwacje jednostki (7), przy czym czas ten jest traktowany jako
zmienna losowa o nieujemnych warto$ciach. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
f(t) tej zmiennej losowej pozwala okresli¢ rozktad liczby zdarzen w czasie. Funkcje
przezycia (trwania) w analizie historii zdarzen definiuje si¢ nast¢pujaco:

St =1-F(@), (2)

gdzie F(¢) oznacza dystrybuantg zmiennej losowej T (F(t) = P(T < f)). Funkcja prze-
zycia wyraza wiec prawdopodobienstwo, ze czas konieczny do zaistnienia zdarzenia
przekroczy warto$¢ .

Istotnym zagadnieniem w analizie trwania jest testowanie, czy dwie popula-
cje maja te same funkcje przezycia. W literaturze mozna spotka¢ wiele testow do
porownywania funkcji przezycia. Czg$¢ z nich doczekalo si¢ roOwniez oprogramo-
wania w komputerowych pakietach statystycznych. Celem niniejszego opracowania
jest ocena efektywnosci testow najczesciej stosowanych w analizie przezycia. Cel
ten osiggnigto poprzez badania symulacyjne. Godzi si¢ zauwazy¢, ze samo zagadnie-
nie badania mocy testu krzywych przezycia nie jest nowe i bylo juz podejmowane
w literaturze przedmiotu (por. Latta 1981; Magel 1991; Suciu i inni 2004; Jurkiewicz
1 Wycinka, 2011) w odniesieniu do wybranych testow statystycznych. W niniejszym
artykule skupiono si¢ natomiast na testach oprogramowanych w pakiecie kompute-
rowym STATISTICA, w zwiazku z tym wnioski z badan symulacyjnych moga si¢
przektada¢ na rekomendacje dla uzytkownikow tego pakietu statystycznego.

Badania symulacyjne przeprowadzono w $rodowisku R oraz programie STATI-
STICA za pomocg skryptu jezyka Visual Basic. W ramach symulacji generowano
proby losowe z rozktadu Weibulla o wyroznionych wartosciach parametréow ksztattu
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i skali. Dla wybranej konfiguracji parametréw zdefiniowano rozktad referencyjny,
z ktorym poréwnywane byly pozostale rozkltady. Wybdr rozktadu Weibulla wynikat
z tego, ze jest to rozklad czgsto stosowany w praktyce i jednocze$nie dopuszcza-
jacy szerokie spektrum postaci funkcji przezycia czy funkcji hazardu. W badaniach
symulacyjnych modyfikowano rowniez rozmiary proby oraz odsetek obserwacji cen-
zurowanych. Za pomoca symulacji badano poziom btedu pierwszego rodzaju oraz
moc porownywanych testow statystycznych stuzacych testowaniu hipotezy zerowej
gloszacej rownos¢ krzywych przezycia w dwoch grupach.

2. TESTY SLUZACE DO POROWNANIA ROZKEADOW CZASU TRWANIA ZJAWISK

Do poréwnywania czasu trwania zjawisk stuza testy istotno$ci réznic pomig-
dzy dwoma krzywymi przezycia. Weryfikujemy wowczas hipoteze zerowa postaci
Hy:S,(t) = Sy(t). W zaleznosci od problemu badawczego mozemy rozpatrywac
jedng z nastepujacych hipotez alternatywnych: H;:S(¢) # S»(¢), H;:S(¢) > Sy(¢) lub
Hl ISl(t) < Sz(t)

Testow do porownywania funkcji przezycia w literaturze mozna spotkaé wiele.
Niestety, nie ma jednolitej konwencji w nazywaniu roznych statystyk testowych, a tym
samym procedur na nich opartych, dlatego tez Blossfeld, Golsch, Rohwer (2007, s. 79)
omawiajgc procedury oprogramowane w pakiecie Stata, podaja alternatywne nazwy
pod jakimi mozna je spotka¢ w literaturze, jak i oprogramowaniu statystycznym.
I tak na przyktad procedure log-rank zaimplementowang w STATA mozna spotkac?
w literaturze tematu pod nazwa Generalized Savage Test, a w pakiecie statystycznym
BMDP pod nazwg Mantel-Cox log-rank. Z kolei procedura Wilcoxona-Breslowa-
Gehana w programie STATA to? Generalized Wilcoxon (Breslow) w BMDP, a tylko
Wilcoxon w SASie. Zdarza si¢ niestety rowniez tak, ze pod tg samg nazwa w roznych
pakietach statystycznych zaimplementowane sa procedury istotnie rdznigce si¢ algo-
rytmicznie, a to moze skutkowac istotnie roznymi wynikami prowadzonych badan. Na
przyktad najpopularniejsza procedurg log-rank mozemy spotka¢ w réznych wersjach,
zarowno w dostepnym oprogramowaniu statystycznym, jak i w literaturze naukowe;j.
Pyke i Thompson (1986) wyrdzniajg np. trzy testy log-rank: log-rank test wg Peto
i Peto (por. Peto, Peto, 1972; Peto, Pike, 1973), test Coxa-Mantela (por. Cox, 1959,
1972; Mantel, 1966), test Mantela—Haenszela (por. Mantel, Heanszel, 1959).

W pakiecie STATISTICA dla uzytkownikow dostgpnych jest pie¢ testdow do
porownywania dwoch funkcji przezycia: test Wilcoxona wg Gehana, test Wilcoxona
wg Peto 1 Peto, test log-rank, test F Coxa, test Coxa-Mantela. Biorac pod uwage
fakt, iz w praktyce badawczej najczesciej wykorzystuje si¢ dostepne, gotowe opro-
gramowanie, autorzy niniejszego opracowania zdecydowali si¢ przeprowadzi¢ bada-
nia symulacyjne, ktorych celem jest porownanie efektywnosci testow shuzacych do

2 Ibidem.
3 Ibidem.
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porownywania czasu trwania zjawisk, w wersjach zaimplementowanych w pakiecie
STATISTICA. Z powodu wspomnianego braku ,jednolitej konwencji” w kwestii
nazewnictwa testow badania dotyczace efektywnosci poprzedzone zostaty szczego-
lowa prezentacja algorytmoéw porownywanych testow w wersjach zaimplemento-
wanych w pakiecie STATISTICA. Do opisu testow autorzy wykorzystywali zar6wno
oryginalne artykuly zrodlowe w ktorych opisane zostaly wykorzystywane procedury,
jak 1 wskazowki Stanisza (2007) dotyczace wersji zaimplementowanych w STATI-
STICA procedur.

Prezentacje tych procedur rozpoczniemy od testow bedacych modyfikacjami nie-
parametrycznego testu Wilcoxona rangowanych znakoéw?, stuzgcego do porownywania
rozktadow cech w dwoch populacjach, dla ktoérych obserwacje sg zestawione w pary.
Test Wilcoxona jest alternatywa dla testu par, gdy nie jest spelnione zatozenie o normal-
nosci rozktadow cech w obu populacjach. Gehan (1965) i bracia Peto (1972) zapropo-
nowali modyfikacje testu Wilcoxona pod katem stosowania go do badan czasu trwania
zjawisk, gdy zazwyczaj w badaniu pojawiaja si¢ obserwacje cenzurowane (uciete).

TEST WILCOXONA WG GEHANA

Na wstepie przyjmijmy za Gehanem (1965) nast¢pujgce oznaczenia. Niech n,
oznacza liczbg obserwacji w probie pierwszej, a n, w probie drugiej, przy czym:
— dla proby pierwszej: Xj,..,Xs to s; obserwacji cenzurowanych, a pozostate
Xs,+1>--+» Xn, beda (n; — 51) — obserwacjami niecenzurowanymi;
— dla proby drugiej: ¥;,..,Y;, bedg obserwacjami cenzurowanymi, natomiast
Vs,+1»-++» Yn, Ni€cenzurowanymi w tej grupie.
Gehan (1965) opracowatl test wykorzystujacy statystyke W zdefiniowang naste-
pujaco:

ny ny
W= z Z Uij, 3)
i=1j=1

gdzie warto$¢ U;; wyznaczana jest ze wzoru:

-1 gdy x; <yjlub x; <y,

Uy =30  gdy x; =y; b (x;,y;) b x; <y; lub y; <x;, (4)
1 gdy x; >yjlub x; = y;.

4 Niestety w polskiej literaturze statystycznej funkcjonuje niewlasciwa nazwa tego testu. Wilcoxon
signed-rank test powinien by¢ thumaczony jako Wilcoxona test znakowanych rang. Popularna nazwa
polska jest niepoprawna, bo znaki sg efektem pomiaru w skali nominalnej i w zaden sposéb nie mozna
ich porangowa¢ (bo to pomiar w skali porzadkowej).

Obie obserwacje sg cenzurowane.
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Konstrukcja statystyki W nawigzuje (por. Gehan, 1965) do statystyk testowych:
Wilcoxona, Manna-Whitney’a oraz do statystyki W Kendalla, w przypadku ktérych
nie wystgpuja obserwacje cenzurowane ani powigzane.

Gehan wykazal, ze przy zatozeniu prawdziwos$ci hipotezy zerowej, statystka
W ma asymptotyczny rozktad normalny z warto$cig oczekiwang E(W) = 0 i wariancja
dang wzorem:

nin;
(m +ny)(ng +n,— 1)

S S
D*(W) = Z miM;_y (M;_; +1) + Z IiM; (M; +1)
i=1 i=1

S
+ Z m; (g +ny —M; — Li_)(ng +ny = 3M;_y —m; — Ly — 1) |, (5)
i=1

gdZIG M] = 2{21 m;, M() = O; L] = Z{:l li! LO = 0’

m; — liczba obserwacji niecenzurowanych w i-tej randze w uporzadkowaniu rango-
wym obserwacji nieucigtych z ré6znymi warto$ciami,

[;  —liczba obserwacji prawostronnie cenzurowanych o warto$ciach wigkszych niz
obserwacja o randze i ale mniejszych niz obserwacja o randze (i + 1),
s —laczna liczba obserwacji niecenzurowanych o réznych czasach przezycia.

Mantel (1967) zaproponowat znaczne uproszczenie skomplikowanej obliczeniowo
procedury Gehana. W oryginalnej procedurze Gehana kazda obserwacja z proby
pierwszej jest porownywana ze wszystkimi obserwacjami z drugiej proby. Mantel
(1967) zaproponowat, by obydwie proby potaczy¢é w jedng o (n; + n,) obserwacjach
i kazdg obserwacje porownywac z pozostatymi (n; + n, — 1) obserwacjami. Wartosci
U; (i=1,...,n + n,) wyznaczane sg jako rdznice pomiedzy liczba pozostatych spo-
$rod (ny + ny — 1) obserwacji definitywnie mniejszych od i-tej obserwacji, a liczba
tych sposrdd nich, ktore sg definitywnie wicksze od tej obserwacji (por. np. Mantel,
1967; Lininger i in., 1979).

Mantel wykazat, ze statystyke W Gehana mozna zapisa¢ jako sume wartosci U;
odpowiadajacych pierwszej probie. Wykazat réwniez, ze statystyka W ma asympto-
tyczny rozktad normalny o wartosci oczekiwanej E(W) = 0 i wariancji:

n1+n2 2
nin, Zi=1 Ui

D) = iy v =D

(6)

Mantel (1967) podat rowniez prosty algorytm wyznaczania wartosci U,.
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Algorytm ten polega na uporzadkowaniu obu potaczonych prob w porzadku nie-
malejacym.

Wyznaczamy wartosci R;; przeprowadzajac nastgpujgce kroki:

1. Przyporzadkowujemy rangi obserwacjom od najmniejszej do najwigkszej, pomi-
jajac obserwacje prawostronnie cenzurowane.

2. Kazdej obserwacji prawostronnie cenzurowanej przyporzadkowujemy nastgpna
WYZSZ3 rangg.

3. Niecenzurowanym obserwacjom powigzanym (o tej samej warto$ci) przypo-
rzadkowujemy najmniejsza warto$¢ rangi z przypisanych do tych obserwacji
w kroku 1.

4. Redukujemy warto$ci rang dla obserwacji lewostronnie ucigtych do 1.

Nastepnie wyznaczamy wartosci R»;:

1. Przyporzadkowujemy rangi obserwacjom od warto$ci najwickszej do najmniej-
szej, pomijajgc obserwacje lewostronnie cenzurowane.

2. Kazdej obserwacji lewostronnie cenzurowanej przyporzadkowujemy nastgpng
WYyZzsz3 range.

3. Niecenzurowanym obserwacjom powigzanym (o tej samej warto$ci) przypo-
rzadkowujemy najmniejszg warto$¢ rangi z przypisanych do tych obserwacji
w kroku 1.

4. Redukujemy wartosci rang dla obserwacji prawostronnie ucigtych do 1.
Nastepnie wyznaczamy wartosci statystyki U; = Ry; — Ry; dlai=1,...,n; + n,.

Algorytm ten zostal zaimplementowany w pakiecie STATISTICA w wersji uprosz-
czonej dla cenzurowania prawostronnego (por. Stanisz, 2007).

W pakiecie STATISTICA podana jest warto$§¢ empiryczna statystyki testowej>:
W-0,5
D(W)

majacej asymptotyczny standaryzowany rozklad normalny (Stanisz, 2007).

TeEsT WiLcoxoNa wG PETO 1 PETO

W 1972 roku bracia Peto (1972) zaproponowali modyfikacje testu Wilcoxona
opartg na ocenach funkcji przezycia wyznaczonych metodg Kaplana-Meiera dla pota-
czonych prob.

Algorytm (por. Peto, Peto, 1972; Lee, Desu, Gehan, 1975) polega na przypo-
rzadkowaniu obserwacjom niecenzurowanym ¢; wartosci S(z;) + S(¢_;) — 1, natomiast
warto§ciom cenzurowanym prawostronnie #; wartosci S(¢;) — 1 wyznaczonej dla
najwickszej nieucigtej wartosci ¢, < ¢;, gdzie S jest estymatorem funkcji przezycia

5 We wzorze statystyki testowej uwzgledniono dyskretny charakter statystyki W (wprowadzono
korekte na ciagtosc).
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Kaplana-Meiera dla obu potaczonych prob. Suma przyporzadkowanych w ten sposob

wartoscidla obu préb wynosi 0.

Algorytm procedury zaimplementowanej w programie STATISTICA jest nastgpu-

Jjacy:

1. Wyznaczamy oceny funkcji przezycia metoda Kaplana-Meiera dla polaczonych
prob:

S(t;) — ocena funkcji przezycia dla i-tej obserwacji niecenzurowane;.

2. Porzadkujemy niemalejaco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych oraz
czasy obserwacji jednostek cenzurowanych dla obu prob tacznie. Najmniejszej
obserwacji niecenzurowanej przyporzadkowujemy odpowiadajaca jej ocene funk-
cji przezycia, a nastgpnie poszczegdlnym czasom przezycia t; przyporzadkowu-
jemy warto$ci W; wyznaczone ze wzoru:

St) +S(ti—1) —1 dla obserwacji niecenzurowanej t;,
W; =<S(tx) — 1 dla obserwacji cenzurowanej t;, dla ktorej t, jest (7)
najwiekszq obserwacjq niecenzurowangq takq, ze t, < t;.

W programie STATISTICA powtarzajacym si¢ wartosciom obserwacji niecenzuro-
wanych ostatecznie przyporzadkowywana jest Srednia arytmetyczna odpowiadajacych
im warto$ci W,.

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka WWW bedaca sumag
warto$ci W, dla proby pierwszej, ma rozktad asymptotycznie normalny z wartoscia
oczekiwang E(WW) = 0 i wariancja dana wzorem:

n1+n2 2
nn, Zi=1 Wi

(ny +n)(ny +ny — 1)

D2(Ww) = ()

W pakiecie STATISTICA podawana jest warto§¢ empiryczna statystyki testowe;j:

DWW majacej asymptotyczny standaryzowany rozklad normalny.

TEST LOG-RANK

Test log-rank zostat zaproponowany w 1966 roku przez Mantela (1966), ale nazwg
tego testu zaproponowali bracia Peto (1972). Konstrukcja tego testu opiera si¢ na loga-
rytmie funkcji przezycia. W literaturze tematu mozna spotka¢ rézne wersje 1 modyfi-
kacje oryginalnego testu log-rank Mantela np. test Mantela-Haenszela log-rank, test
Coxa-Mantela logrank czy tez test log-rank Peto i Peto. Ponizej przedstawimy wersje
testu zaproponowang przez Mantela (1966) z wykorzystaniem estymatora logarytmu
funkcji przezycia zaproponowanego przez Altshulera (1970). Wersja ta zostala zaim-
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plementowana w programie STATISTICA pod nazwa test log-rank, a jej algorytm jest
nastepujacy (Lee, Desu Gehan, 1975, Stanisz 2007):

1.

Porzadkujemy rosngco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych oraz czasy
obserwacji jednostek cenzurowanych dla obu préb lacznie:

fy <l =< <oy

a nastepnie przyporzadkowujemy czasom przezycia f; odpowiadajacg im liczbe
zdarzen koncowych (niepozgdanych) m;.

W kolejnym kroku czasom przezycia ¢, przyporzadkowujemy r; liczbe obser-
wacji w zbiorze ryzyka® R(%;), czyli liczbe obserwacji kompletnych oraz cenzu-
rowanych z obu prob o czasie przezycia nie krotszym niz ¢ ;.

Logarytm funkcji przezycia estymujemy metoda, do ktérej rozpowszechnienia
przyczynili si¢ bracia Peto (1972), a zaproponowang’ przez Altshulera (1970):

e(tw) = ) —L. ©)

r .
J<ta o)
W kolejnym kroku wyznaczane sg warto$ci W; zgodnie ze wzorem:

1—e(ty) dla obserwacji niecenzurowanej t;,

. ={—e(tq)) dlaobserwacji cenzurowanejt;, dla ktorej g, jest (10)

najwigksza obserwacja niecenzurowana taka, ze tg) < t(;.

Zauwazmy, ze wickszym wartosciom obserwacji niecenzurowanych odpowiadaja
mniejsze warto$ci W, natomiast obserwacje cenzurowane maja przyporzadkowane
ujemne warto$ci /. Suma W, dla wszystkich obserwacji wynosi 0.

Test log-rank jest oparty na sumie wartosci W; dla jednej z dwoch prob (por. Lee,
Desu, Gehan, 1975). W pakiecie STATISTICA w podsumowaniu wynikow testu
log-rank podawana jest suma WWW wartosci W; dla obserwacji proby pierwszej.
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, statystyka WW ma rozktad taki
jak w tescie Wilcoxona wg Peto i Peto, czyli asymptotycznie normalny z warto-
$cig oczekiwang zero i wariancjg dang wzorem (8).

W pakiecie STATISTICA podawana jest warto$¢ empiryczna statystyki:
majacej asymptotyczny standaryzowany rozktad normalny.

ww
D(Ww)

6 Zbior wszystkich kompletnych oraz cenzurowanych obserwacji o czasach przezycia nie krotszych

od ¢ nazywany jest w literaturze zbiorem ryzyka w chwili ¢ i oznaczany R(?) (patrz np. Lee, Desu, Gehan,
1975).

7 Metoda zaproponowana przez Altshulera (1970) dla danych prawostronnie cenzurowanych.
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TEST CoXA-MANTELA

W 1972 roku Cox (1972) zaprezentowal procedurg pordéwnywania dwoch krzy-
wych przezycia. W literaturze tematu procedura ta spotykana jest zarowno pod nazwa
testu Coxa (por. Desu, Lee, Gehan, 1975), jak i testu Coxa-Mantela. W pakiecie STA-
TISTICA procedura Coxa (1972) wystepuje pod nazwa testu Coxa-Mantela.

Algorytm procedury Coxa-Mantela jest nastgpujacy (Cox, 1972, Desu, Lee,
Gehan, 1975, Stanisz, 2007):

1. Porzadkujemy rosnaco czasy przezycia (obserwacji kompletnych) dla obu prob

Tacznie:

a nastgpnie przyporzadkowujemy wyréznionym czasom przezycia ¢ odpowiada-
Jjacg im liczbg zdarzefi kofcowych (niepozadanych) m;. Zauwazmy, ze:

k
Zm(z‘) =n+n, — (51 +57), (11)

=1

s5; — jest to liczba prawostronnie cenzurowanych obserwacji w i-tej probie (i = 1,2).
2. Nastegpnie czasom przezycia f; przyporzadkowujemy r(; liczbg obserwacji
w zbiorze ryzyka R(Z;), czyli liczbg obserwacji kompletnych oraz cenzurowanych
z obu prob o czasie przezycia nie krotszym niz ¢;.
3. Nastepnie zaobserwowanym czasom przezycia f;) przyporzadkowujemy A4 stosu-
nek r, ;) — liczby obserwacji z drugiej proby o czasie przezycia nie krotszym niz
L) OTazZ F ;.

o
Agy =22 (12)
T
4. Wyznaczamy wartos$ci statystyk:
k
U= n, — S, —Zm(i)A(i), (13)
i=1
e )
mMo\'o — M@
I= Z o 22 A (1= Aw). (14)
i=1 YO

5. Nastgpnie wyznaczamy warto$¢ statystyki testowej C:
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c=" 15
RV (15)

Cox (1972) wykazal, ze przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka

testowa C ma asymptotyczny rozkltad normalny standaryzowany N(0, 1).

TEesT F Coxa

Test F Coxa zostal opisany przez Coxa (1964). Konstrukcja testu oparta jest na

rozktadzie wyktadniczym z parametrem A = 1. Zaléozmy, ze obie proby pochodza
z rozktadu wyktadniczego (4 = 1) o liczebnosciach odpowiednio n,, n,, w tym odpo-
wiednio sy, s, jest liczba obserwacji cenzurowanych. Testowanie przebiega w naste-
pujacych etapach:

1.

3.

Porzadkujemy niemalejaco czasy przezycia obserwacji niecenzurowanych dla obu
prob tacznie.
Kolejnym obserwacjom niecenzurowanym przyporzadkowujemy warto$ci:

1 1
trn:Z+"'+n_—r+1 dar=1,..,(n; —s1) + (ny — s3), (16)

gdzie n = ny + n,.

W przypadku powtarzajacych si¢ obserwacji niecenzurowanych, odpowiadajace
im wartosci t,, zastepujemy Srednig arytmetyczng tych wartosci.

Warto$ciom cenzurowanym przyporzadkowujemy wartosc:

1 1

t((n1—51)+(n2—sz)+1),n =

)

S;+ Sy

Nastepnie dla obu prob wyznaczamy s$rednie wartosci 7j,7, sumujac przypo-
rzadkowane w kroku 2 wartosci ¢ dla odpowiedniej proby, a nastgpnie dzielac
przez liczbg niecenzurowanych obserwacji w tej probie, czyli odpowiednio przez
(ny = 1), (ny = 7).

Cox (1964) pokazat, ze iloraz tak wyznaczonych §rednich 1j,17;, przy zatozeniu

prawdziwosci hipotezy zerowej, ma rozklad F o (2(n; — s1),2(n, — s,)) stopniach
swobody.
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3. WYNIKI EKSPERYMENTOW SYMULACYJNYCH BADANIA MOCY TESTOW
POROWNYWANIA PRZEZYC

Za pomoca symulacji badano poziom btedu pierwszego rodzaju oraz moc testow
statystycznych opisanych w rozdziale 2. Symulacje przeprowadzono w $rodowisku
statystycznym R oraz programie STATISTICA 10 za pomoca skryptu jezyka Visual
Basic. W ramach symulacji generowano proby losowe z rozktadu Weibulla o para-
metrze ksztaltu rownym 2 natomiast parametr skali przyjmowat wartosci 25, 30, 35,
40, 45 oraz 50. Warto$¢ 50 definiowata rozktad referencyjny, czyli rozktad z ktérym
poréwnywane byty pozostate rozktady, wlacznie z rozktadem referencyjnym. Przyjete
warto$ci parametru skali skutkowaly nastepujacymi warto$ciami median czasu prze-
zycia: 20,8; 25; 29,1; 33,3; 37,5; 41,6 miesiccy. Obserwacje cenzurowane generowano
zgodnie z metodologia przedstawiong w Halabi i Singh (2004). Kolejnymi dwoma
modyfikowanymi parametrami symulacji byly rozmiar proby (réwny dla obu porow-
nywanych grup) oraz odsetek obserwacji cenzurowanych. Zestawienie scenariuszy
symulacyjnych przedstawia tabela 1, natomiast rysunek 2 demonstruje porownywane
krzywe przezycia (krzywa najwyzej potozona jest krzywa referencyjng).

Tabela 1.
Schematy eksperymentéw symulacyjnych
. Odsetek obserwacji | Odsetek obserwacji Parametr Mediana w rozkladzie
Rozmiary cenzurowanych cenzurowanych . . .
r6b W probic W probic skali rozktadu Weibulla o zadanej
P provie , P . Weibulla warto$ci parametru skali
referencyjnej poréwnywane;j
25 20,8
0,3 0,3
05 05 30 25,0
50 0,7 0,7 35 29,1
100 0,3 0,5
’ ’ 40 33,3
300 0,3 0,7
45 37,5
50 41,6

Zrédto: ustalenia wlasne.

W rezultacie wstepnej analizy wynikow symulacji okazato sig¢, ze wyniki dla
testu F Coxa zdecydowanie odbiegaja od wynikow pozostalych testow. Nawet dla
stosunkowo odleglych krzywych przezy¢ (mediany roéznigce si¢ o okoto 21 mie-
siecy, czyli okoto dwukrotnie) moc tego testu wyniosta okoto 0,40, podczas gdy
pozostate testy osiagnely moc réwna 1 (czyli zawsze odrzucaly nieprawdziwa hipo-
teze zerowa). Podobne wyniki testu F Coxa, odbiegajace od pozostatych, uzyskano
rowniez dla innych rozwazanych liczebno$ci prob, oraz procentdow obserwacji cen-
zurowanych.
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W literaturze tematu test F Coxa jest zalecany (por. np. Lee, Desu, Gehan, 19758,
Stanisz, 2007), w sytuacji, gdy proby sg mate (mniejsze od 50), a obserwacji cen-
zurowanych nie ma lub jest ich bardzo niewiele. W przeprowadzonych badaniach
symulacyjnych taka sytuacja nie byla rozwazana. Stabe wyniki testu F Coxa wyni-
kaja zapewne rowniez z faktu, iz konstrukcja tego testu oparta jest na rozkladzie
wyktadniczym (z parametrem A = 1), a w badaniu symulacyjnym proby generowane
byly z rozktadu Weibulla z parametrem ksztattu wynoszacym 2 (rozktad Weibulla
przechodzi w rozktad wyktadniczy dla parametru ksztaltu rownego jeden). Zatem test
F Coxa zostat usuni¢ty z dalszych rozwazan.

1,0 7

08

06

04 -

Odsetek przezywajacych

02

0,0

T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60

Czas w miesigcach

Rysunek 2. Teoretyczne krzywe przezy¢ wykorzystywane w eksperymentach symulacyjnych

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Po kilku eksperymentach z ré6znymi funkcjami stwierdzono, ze satysfakcjonujaca
aproksymacje¢ funkcji mocy testu daje funkcja logistyczna okreslona nastepujgcym
wzorem:

8 Test F Coxa (1964) wystepuje w artykule u Lee, Desu, Gehana (1975) pod nazwa testu F.
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1
P = T exp (= @) (18)

gdzie d jest odlegloscig pomigdzy medianami poréwnywanych krzywych przezy¢
(miara odstgpstwa od prawdziwosci hipotezy zerowej). Ponadto zaklada si¢, Zze moc
testu w warunkach prawdziwosci hipotezy zerowej wynosi 0,05, stad wynika war-
tos¢ b rowna 19. Naturalny w rozwazanym zagadnieniu poziom nasycenia funkcji
logistycznej wynosi 1 (licznik wyrazenia 18). Teoretyczna funkcja mocy testu byta
szacowana nieliniowym algorytmem Levenberga-Marquardta z wykorzystaniem kry-
terium najmniejszych kwadratow.

W zwiazku z przyjetymi zatozeniami dotyczacymi funkcji aproksymujacej (0=0,05
przy prawdziwosci hipotezy zerowej oraz poziom nasycenia rowny 1), w funkcji (18)
pozostaje tylko jeden parametr (c). Im modut tego parametru jest wigkszy tym wykres
funkcji mocy testu polozony jest ,,wyzej”. W zwigzku z tym podzielono wartos$¢ ¢
dla poszczeg6lnych testow przez warto$¢ ¢ dla testu najlepszego (z najwicksza warto-
$cig ¢). Otrzymujemy w ten sposob pewng miar¢ wzglednej mocy testu. Zestawienia
relatywnej mocy poréwnywanych testow przy réoznych liczbach obserwacji przedsta-
wiono w tabelach 2—4.

Tabela 2.
Relatywna moc testow porownywania przezy¢ dla n=>50
Test Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,939 0,875 0,903 0,875 0,841
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,968 0,925 0,903 0,907 0,808
Log-rank 0,977 0,953 0,916 0,891 0,618
Zréodto: obliczenia whasne.
Tabela 3.
Relatywna moc testow porownywania przezy¢ dla n=100
- Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,883 0,889 0,897 0,902 0,880
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,929 0,936 0,949 0,941 0,880
Log-rank 0,983 0,985 0,932 0,918 0,732

Zrodlo: obliczenia wiasne.



Analiza mocy wybranych testow jednorodnoSci czasow trwania dla populacji o rozktadzie Weibulla 319

Tabela 4.
Relatywna moc testow poréwnywania przezy¢ dla n=300
Test Proporcje obserwacji cenzurowanych (w procentach)
30/30 50/50 70/70 30/50 30/70
Gehana-Wilcoxona 0,889 0,906 0,890 0,868 0,904
Coxa-Mantela 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000
Peto-Peto- Wilcoxona 0,927 0,966 0,965 0,912 0,910
Log-rank 0,990 0,994 0,985 0,932 0,808

Zrodto: obliczenia wiasne.

Moc testu

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Odlegto$¢ median

Rysunek 3. Poré6wnanie mocy testu Cox-Mantela w zaleznos$ci od liczebnosci proby
(cenzurowanie w obu probach 30%)

Zrodlo: opracowanie wiasne.

Wyniki symulacji przynosza jednoznaczne rozstrzygnigcie. Dla wszystkich
schematow eksperymentow symulacyjnych najlepszy okazat si¢ test Coxa-Mantela.
Na drugim miejscu plasowat si¢ na ogot test long-rank. Réznica mocy miedzy tymi
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testami zalezata od proporcji obserwacji cenzurowanych. Przy matym ich procencie
obydwa testy maja praktycznie porownywalna moc. Test log-rank okazat si¢ bardzo
wrazliwy na nierbwnomierng proporcj¢ cenzurowania, szczegolnie przy matej liczbie
obserwacji kompletnych w stosunku do rozmiaru proby. W konsekwencji dodatkowe
analizy zostang zaprezentowane tylko dla testu Coxa-Mantela (rysunki 3-5).

Na rysunku 3 wida¢ oczywista reakcj¢ testu na zwigkszanie liczebnosci proby
— moc testu ro$nie w miare wzrostu liczebnos$ci proby. Do dalszej, bardziej szczego-
towej prezentacji wynikow wybrano liczebno$¢ proby réwna 100.

Moc testu

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Odlegto$¢ median

Rysunek 4. Moc testu Coxa-Mantela przy rosngcej proporcji obserwacji cenzurowanych
w drugiej probie (C1/C2), n=100

Zrbdto: opracowanie wilasne.

Moc testu Coxa-Mantela jest najwyzsza przy wyréwnanej proporcji obserwacji
cenzurowanych w obu probach. Jezeli udziat cenzurowanych staje si¢ coraz bardziej
rozny, to moc testu stabnie. Zwigkszanie si¢ udzialu obserwacji cenzurowanych
pogarsza moc testu rowniez w przypadku rownej proporcji takich obserwacji w oby-
dwu probach (rysunek 5).
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1,0

0,8}

0,6t

Moc testu

0,4}

0,2}

0,0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

Odlegtos¢ median

Rysunek 5. Moc testu Coxa-Mantela w zalezno$ci od proporcji obserwacji cenzurowanych (C1/C2),
n=100

Zrodlo: opracowanie wiasne.

4. PODSUMOWANIE

Zwigkszanie liczebno$ci proby polepsza moc zbadanych testow, co jest elemen-
tarnym wymaganiem stawianym kazdemu testowi statystycznemu. Zwigkszanie
udzialu obserwacji cenzurowanych w generowanych probach pogarsza moc testow.
W podsumowaniu mozna stwierdzi¢, ze test Coxa-Mantela okazal si¢ w przeprowa-
dzonych badaniach nieco lepszy od zdecydowanie najpopularniejszego w praktycz-
nych zastosowaniach testu log-rank. Réznice mocy migdzy tymi testami stajg si¢
znaczgce dopiero przy duzym procencie obserwacji cenzurowanych, szczeg6lnie gdy
cenzurowanie nie jest rownomierne w poréwnywanych probach. Inny wazny wniosek
z badan to stwierdzenie, ze test F Coxa zaimplementowany w programie STATISTICA
powinien by¢ stosowany z ostrozno$cia, gdyz nie jest to test uniwersalny.

Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie
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ANALIZA MOCY WYBRANYCH TESTOW JEDNORODNOSCI CZASOW TRWANIA
DLA POPULACIJI O ROZKLADZIE WEIBULLA

Streszczenie

W ostatnim latach testy poréwnywania czasu trwania zjawisk znajduja coraz wigcej zastosowan
w analizie zagadnien ekonomicznych. Przyktadami moze by¢ analiza czasu pozostawania na bezrobociu,
czasu poszukiwania pracy, czasu istnienia przedsigbiorstwa, itp.

W literaturze mozna spotka¢ wiele testow do poréwnywania funkcji przezycia. Autorzy niniejszego
opracowania zdecydowali si¢ przeprowadzi¢ badania symulacyjne, ktorych celem jest poréwnanie efek-
tywnosci najczgsciej stosowanych testow stuzacych do porownywania czasu trwania zjawisk, w wersji
zaimplementowanej w pakiecie STATISTICA. Za pomoca symulacji badano poziom btgdu pierwszego
rodzaju oraz moc nastgpujacych testow statystycznych stuzacych testowaniu hipotezy zerowej gloszacej
réwno$¢ krzywych przezycia w dwoch populacjach. Analizie poddano nastepujace testy: Wilcoxona wg
Gehana, F Coxa, Coxa-Mantela, Wilcoxona wg Peto i Peto i log-rank. W ramach symulacji generowano
proby losowe z rozktadu Weibulla.

Stowa kluczowe: funkcja przezycia, porownywanie funkcji przezycia, badania symulacyjne

THE POWER ANALYSIS OF TESTS FOR COMPARING SURVIVAL OF WEIBULL
DISTRIBUTED POPULATIONS

Abstract

Recently, tests for comparing survival distributions become more and more popular and used in
applied economics. Unemployment duration, time needed to find a new job, enterprise survival or
waiting for a commodity to be sold are good examples. There are a number of tests to compare survival
distributions proposed in statistical literature. The aim of this research was to analyze, by the means of
computer simulations, the effectiveness of survival tests as implemented in STATISTICA software. The
following tests have been outlined and compared: Wilcoxon, Geehan, Cox-Mantel, Peto & Peto and log
rank. Random samples were generated from Weibull distribution.
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