
PRZEGL D STATYSTYCZNY
R. LX – ZESZYT 1 – 2013

MICHA  KONOPCZY SKI

STABILNO  MA YCH GOSPODAREK WCHODZ CYCH DO UNII 
MONETARNEJ W WIETLE PEWNEGO MODELU BEHAWIORALNEGO

1. WPROWADZENIE

Wspólna waluta i zwi zana z tym wi ksza przejrzysto  cen owocuje wzrostem 
konkurencji w skali ca ej Europy, co prowadzi do stopniowej (cho  powolnej) niwe-
lacji ró nic w poziomach cen mi dzy poszczególnymi krajami Unii Gospodarczej 
i Walutowej (UGW). Zjawisko to zosta o udokumentowane w wielu pracach empi-
rycznych, i to nawet w okresie kiedy unia monetarna w Europie by a dopiero w fazie 
planów. Na przyk ad Sosvilla-Rivero i Gil-Pareja (2002) wykazali systematyczn  kon-
wergencj  poziomów cen towarów podlegaj cych wymianie (ang. tradables) w latach 
1975–1995. W pracach Rogers, Hufbauer i Wada (2001) oraz EBC (2005) wykazano, 
e zró nicowanie cen spad o w UE do poziomu typowego dla Stanów Zjednoczo-

nych. Wnioski z nowszych publikacji s  nieco bardziej niejednoznaczne. Na przyk ad 
Parsley i Wei (2008) twierdz , e wspólna waluta nie pomog a zredukowa  ró nic 
w poziomach cen w poszczególnych krajach strefy euro. Podobnie sceptyczna jest 
Wolszczak (2010).

W pracy Konopczy ski (2006) proces konwergencji cen uj li my w formie 
modelu behawioralnego, opartego na matematycznym opisie reakcji podmiotów 
gospodarczych na nierównowag . Celem tego artyku u jest uogólnienie owego modelu 
poprzez wprowadzenie opisu dynamiki zapasów (na wzór przedstawionego w pracy 
Konopczy ski, 2009), a tak e opisu konwergencji stóp procentowych na obszarze 
UGW. Poniewa  konwergencja cen jest procesem d ugotrwa ym, prezentowany model 
nale y traktowa  jako redniookresowy (o horyzoncie czasu rz du kilkunastu lat)1.

W pracach teoretycznych dotycz cych UGW z regu y zak ada si  jednakowy 
poziom stóp procentowych na obszarze ca ej unii – zob. np. Temperton (2001), 
Pentecost, van Poeck (2001), Wyplosz (2006), Carlberg (2007), de Grauwe (2007). 
Za o enie to wynika z braku ryzyka kursowego oraz braku ogranicze  w przep ywach 
kapita u. W odniesieniu do Europejskiej Unii Monetarnej to za o enie w zasadzie 

1 Nie chcemy u ywa  okre lenia „modele d ugookresowe”, poniewa  abstrahujemy tutaj od proce-
sów akumulacji wielko ci istotnie wp ywaj cych na wzrost gospodarczy w d ugim okresie, np. kapita u 
produkcyjnego czy kapita u ludzkiego, d ugu publicznego. 
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by o zgodne z rzeczywisto ci , a  do momentu wybuchu tzw. kryzysu zad u enia 
w stre  e euro, który pokaza , e ryzyko niewyp acalno ci ma bardzo istotne znaczenie 
dla poziomu stóp procentowych. Gdy kryzys dobiegnie ko ca, ró nice w poziomach 
stóp procentowych prawdopodobnie znów zanikn . 

Z tych wzgl dów wa n  cz ci  przedstawionego modelu jest matematyczny 
opis konwergencji stóp procentowych. W opisie tym dopuszczamy tak  sytuacj , 
w której w pewnym momencie poziom stóp procentowych w kraju istotnie odbiega 
od poziomu w pozosta ych pa stwach UGW, ale z czasem mechanizm rynkowy 
(przep ywy pieni dza) niweluje t  ró nic . S dzimy, e opis ten odpowiada obecnej 
sytuacji strefy euro, w której w wielu niewielkich (w sensie gospodarczym) pa -
stwach stopy procentowe pozostaj  bardzo wysokie w porównaniu do krajów tzw. 
twardego j dra. Przedstawiony model ma te  drug  interpretacj . Mo e on opisywa  
proces konwergencji uruchamiany z chwil  wej cia do unii monetarnej nowego kraju, 
w którym pocz tkowo stopy procentowe odbiegaj  od redniej dla ca ej UGW. 

Struktura artyku u jest nast puj ca. W punkcie 1 przedstawiamy konstrukcj  
modelu wraz ze wszystkimi za o eniami. Nast pnie de  niujemy stan równowagi 
i badamy warunki konieczne i wystarczaj ce (lokalnej asymptotycznej) stabilno ci. 
Maj  one posta  do  skomplikowanych ogranicze  na parametry behawioralne 
modelu. W celu zilustrowania tych wniosków, w punkcie 4 przedstawiamy symulacje 
numeryczne, a w punkcie 5 przygl damy si  dok adniej parametrom maj cym istotne 
znaczenie dla stabilno ci gospodarki. Na koniec przedstawiamy dynamiczn  analiz  
procesu przej cia pomi dzy dwoma stanami równowagi, wywo anego przez rozlu -
nienie polityki  skalnej.

2. KONSTRUKCJA MODELU

Model przedstawiony w artykule Konopczy skiego (2006) rozbudujemy dodaj c 
do niego dwa równania. Pierwsze opisuje kszta towanie si  cen w kraju w odpowiedzi 
na nadmierny lub zbyt niski stan zapasów, a drugie odzwierciedla przep ywy pieni -
dza wywo ane zró nicowanym poziomem stóp procentowych. 

Za ó my, e istnieje pewien normatywny wska nik zapasów w gospodarce, okre-
lony przez egzogeniczny parametr z~, zde  niowany jako optymalny stosunek zapasów 

Z do produkcji Y. Zmienna Z obejmuje zapasy produktów gotowych oraz pó produkty 
i materia y do produkcji. Utrzymywanie rezerw materia ów i pó produktów wi e si  
z technologi  – proces produkcji jest roz o ony w czasie. Natomiast zapasy produktów 
gotowych (do sprzeda y) s  utrzymywane z dwóch, co najmniej, powodów. Pierwszy 
to ch  unikni cia sytuacji, w której w razie nieoczekiwanego wzrostu popytu  rma 
musia aby odmówi  klientom dostawy towarów z powodu ich braku w magazynach. 
Drugi, to przyczyny ekonomiczne zwi zane z minimalizacj  kosztu produkcji2. Je eli 

2 Wi cej na ten temat w Sachs, Larrain (1993, str. 131–133). Fundament pod wspó czesne teorie 
zapasów po o y a pionierska praca Holt et.al. (1960). 
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w pewnym momencie zapasy w kraju s  nadmierne (Z > z~Y), to  rmy redukuj  ceny, 
i odwrotnie. Zale no  t  zapiszemy w formie równania behawioralnego3:

 P
Y
ZzP ~

1 , (1)

przy czym parametr reakcji 1 > 0. 
Oczywi cie zmiana stanu zapasów jest równa ró nicy mi dzy zagregowanym 

popytem na produkty krajowe, a wielko ci  produkcji, co zapisujemy w formie rów-
nania de  nicyjnego:

 ]),,([ HGrTYAYZ P , (2)

gdzie T i G – przychody i wydatki bud etu pa stwa (zmienne egzogeniczne); 
AP – absorpcja sektora prywatnego (suma konsumpcji i inwestycji tego sektora); 
r – realna stopa procentowa w kraju; H – saldo bilansu handlowego. 

Je eli nominalna stopa procentowa w kraju (R) przewy sza redni  stop  unijn  
(R*), to nast puje nap yw pieni dza do kraju:

 SS MRRM *)(2 . (3)

Parametr 2 > 0 jest wska nikiem mobilno ci kapita u  nansowego w unii. W uprosz-
czeniu proces ten mo na sobie wyobra a  nast puj co. Je li R > R*, to podmioty 
krajowe ch tnie zaci gaj  kredyty w bankach zagranicznych (w innych krajach strefy 
euro), a oszcz dno ci – zarówno krajowe jak i zagraniczne – s  lokowane w bankach 
krajowych. W rezultacie stopniowo ro nie ilo  pieni dza w kraju (poda  pieni -
dza MS). Parametr 2 > 0 odzwierciedla tempo tego procesu i oczywi cie w poszcze-
gólnych krajach mo e by  ró ny nawet ze wzgl dów kulturowych czy j zykowych, 
nie mówi c o ró nicach w rozwoju systemu  nansowego.

Zak adamy ponadto, e rynek pieni dza w kraju funkcjonuje doskonale sprawnie, 
dzi ki czemu realny popyt na pieni dz L(Y, R) jest w ka dym momencie równy jego 
realnej poda y MS P. Korzystaj c z twierdzenia o funkcji uwik anej mo emy wów-
czas zde  niowa  funkcj :

 ),,( PMYRR S , gdzie: 0YR , 0SMR , 0PR . (4)

Podobnie mo na wyobra a  sobie proces konwergencji cen. Je eli ceny w kraju 
s  ni sze ni  za granic , to bilans handlowy ulega poprawie, i odwrotnie. W uprosz-
czeniu, je eli P < P*, to ( rednio rzecz bior c) op aca si  eksportowa  towary za 
granic , a nie op aca si  ich importowa . Pomijaj c takie „drobiazgi”, jak towary nie 

3 Kropk  nad symbolem zmiennej oznaczamy pochodn  wzgl dem czasu, np.  = dZ(t) / dt.
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podlegaj ce wymianie (np. nieruchomo ci czy niektóre us ugi) oraz koszty transportu, 
za o enie to mo na sformalizowa  w postaci równania ró niczkowego:

 ]*1[1 PPH . (5)

Parametr 1 > 0 odzwierciedla tempo zmian bilansu handlowego, wywo anych roz-
bie no ci  cen w kraju i za granic . Warto  tego parametru jest tym wy sza, im 
sprawniej funkcjonuje konkurencja, im wi ksza jest swoboda przep ywu towarów 
i us ug na obszarze UGW, im ni sze s  koszty transportu itp.

Wprowad my funkcj  zagregowanej poda y S(P), która opisuje optymaln  
(maksymalizuj c  zysk) wielko  produkcji w zale no ci od poziomu cen P, przy 
egzogenicznie danym zasobie kapita u i stawkach p ac. Jest to standardowa w makro-
ekonomii konstrukcja, której opis znale  mo na na przyk ad w podr czniku Romer 
(1996), str. 214–222. Proces dostosowania produkcji do poziomu optymalnego mo e 
wymaga  czasu – trzeba zatrudni  i przeszkoli  ludzi, zwi kszy  moce produkcyjne 
itp. Za ó my zatem, e je li w pewnym momencie produkcja odbiega od poziomu 
optymalnego, wówczas  rmy koryguj  wielko  produkcji o okre lon  cz  (propor-
cj ) odchylenia od optimum. Reakcj   rm wyra a równanie:

 ])([3 YPSY , gdzie 03 . (6)

Gwoli wyja nienia, w makroekonomii na ogó  przyjmuje si  za o enie o tzw. 
neutralno ci pieni dza, zgodnie z którym in  acja nie wp ywa na poziom produkcji. 
Tymczasem funkcja zagregowanej poda y w równaniu (6) wyra a dodatni  zale no  
mi dzy produkcj  w kraju a poziomem cen. Nie chodzi tu jednak o in  acj  wywo-
an  przez nieoczekiwany wzrost poda y pieni dza, lecz o zjawisko konwergencji 

cen w unii monetarnej. Poziom cen P zmienia si  w naszym modelu niekoniecznie 
w bezpo rednim zwi zku z poda  pieni dza. Na przyk ad, je li P < P*, to stopniowy 
wzrost cen w kraju jest wywo any przez nadwy k  popytu ze strony innych pa stw 
UGW. W odpowiedzi na nierównowag  rynkow  na rynku krajowym, przejawiaj c  
si  malej cymi zapasami, producenci zwi kszaj  produkcj  zgodnie z równaniem (6) 
oraz podnosz  ceny zgodnie z równaniem (1).

Reasumuj c, model ma posta  uk adu pi ciu równa  ró niczkowych:

  (7)
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gdzie PPRr , natomiast ),,( PMYRR S . Wszystkie parametry reakcji 

i (i = 1, …, 4) s  z za o enia dodatnie. Ponadto przyjmujemy, e wielko ci egzoge-
niczne T, G, P*, R*, a tak e parametr z~ s  sta e w czasie. Obowi zuj  standardowe 
za o enia o znakach i wielko ciach pochodnych poszczególnych funkcji – por. 
Konopczy ski (2006):

 AY  (0,1], AT < 0, Ar < 0, SP > 0, RY > 0, RM < 0, RP > 0. (8)

3. STAN RÓWNOWAGI I JEGO STABILNO

Stan równowagi (stan stacjonarny) stanowi takie rozwi zanie ),,,,( YMPZH S  
uk adu (7), które jest sta e w czasie. Gospodarka znajduje si  w tym stanie wówczas, 
gdy prawa strona ka dego z pi ciu równa  modelu jest równa zeru, a zatem w stanie 
równowagi:
1) poziom cen w kraju jest taki sam jak w pozosta ych krajach unii monetarnej: 

*PP ,
2) popyt na towary krajowe jest równy ich produkcji: YHGrTYAP ),,( ,
3) zapasy s  na poziomie normatywnym (optymalnym dla producentów): YzZ ~ ,
4) nominalna stopa procentowa w kraju jest równa redniej unijnej: *RR ,
5) producenci maksymalizuj  zysk: )(PSY .

Zajmijmy si  teraz kwesti  stabilno ci stanu stacjonarnego. Ze wzgl du na 
nieliniowo  uk adu równa  (7), (bez dodatkowych za o e ) matematycznie bada  
mo emy jedynie lokaln  asymptotyczn  stabilno  stanu równowagi. Linearyzuj c 
uk ad (7) poprzez rozwini cie funkcji nieliniowych w szeregi Taylora w otoczeniu 
stanu stacjonarnego, otrzymujemy liniowy uk ad równa  ró niczkowych, opisuj cy 
przybli on  dynamik  gospodarki w pobli u stanu równowagi. Uk ad ten ma posta :
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A , (9)

 

gdzie HHH ,  ZZZ ,  PPP ,  SS MMM ,  YYY .  Macierz A jest 
iloczynem macierzy postaci A = DB, gdzie:
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Bez dodatkowych za o e , zbadanie stabilno ci stanu stacjonarnego (ze wzgl du 
na liczb  równa  modelu) jest skomplikowane. Dlatego na pocz tek sprawdzimy, czy 
spe nione s  warunki konieczne stabilno ci, jakimi s 4:
1) trA < 0 (jako, e lad macierzy jest równy sumie pierwiastków charakterystycz-

nych),
2) det A < 0 (co wynika z twierdzenia, e je eli pierwiastki charakterystyczne macie-

rzy A s  ujemne, to wyznacznik tej macierzy ma znak (–1)n, gdzie n to wymiar 
macierzy A).
Jak atwo obliczy ,

321tr M
S

r RMYAA . 

Zauwa my, e przy standardowych za o eniach (8) pierwszy sk adnik tej sumy 
jest dodatni, a dwa kolejne s  ujemne. Zatem trA < 0 wtedy i tylko wtedy, gdy para-
metr 1 jest dostatecznie ma y i/lub parametry 2 oraz 3 s  dostatecznie du e. Z tego 
wynika, e warunkiem koniecznym, aby stan równowagi by  stabilny jest: 
– dostatecznie s aba reakcja cen na niepo dane zmiany zapasów i/lub,
– odpowiednio wysoka mobilno  pieni dza w unii monetarnej i/lub, 
– odpowiednio wysoka pr dko  reakcji przedsi biorstw na nieoptymalny poziom 

produkcji.

4 Zob. Gandolfo (1997, str. 254).
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Drugi konieczny warunek stabilno ci (det A < 0) przy przyj tych za o eniach 
jest spe niony. Jak wiadomo, det A = det D · det B), a poniewa  przy za o eniach (8) 
det D > 0, zatem det A < 0  det B < 0). Nietrudno obliczy , e 0det MRB , 
zatem det A < 0.

Powy sza analiza warunków koniecznych stabilno ci nie daje jeszcze satysfak-
cjonuj cego obrazu stabilno ci stanu równowagi. Pe niejszych wniosków dostarczy  
mo e dopiero pe na analiza warunków koniecznych i dostatecznych stabilno ci, któr  
mo na przeprowadzi  korzystaj c z warunków Routh-Hurwitz oraz (alternatywnych) 
warunków Liénarda-Chiparta5. Jak wiadomo, stan równowagi jest stabilny wtedy 
i tylko wtedy, gdy wszystkie pierwiastki charakterystyczne wielomianu charaktery-
stycznego macierzy An n maj  ujemne cz ci rzeczywiste. Wielomian charaktery-
styczny macierzy A ma posta : det(A – I), gdzie I to macierz jednostkowa n-tego 
stopnia. Natomiast równanie charakterystyczne powstaje przez przyrównanie wielo-
mianu charakterystycznego do zera. Równanie to mo na zapisa  w postaci:

 0...)( 1
1

10 nn
nn wwwwW , (12)

przy czym zak adamy, e w0 > 0.6 Zde  niujmy nast puj ce wyznaczniki:

11 wR ,   
23

01
2

ww

ww
R ,   

345
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R ,   

4567
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01

4

00

wwww

wwww

wwww

ww

R ,  …, 

przy czym wszystkie te elementy wi, dla których i > n s  równe zero. 
Warunki konieczne i dostateczne stabilno ci (Routh-Hurwitz): Wszystkie pier-

wiastki równania charakterystycznego (12) maj  ujemne cz ci rzeczywiste wtedy 
i tylko wtedy, gdy:

 Ri > 0, dla ka dego i = 1, …, n. (13)

Alternatywne warunki Liénarda-Chiparta: Wszystkie pierwiastki równania cha-
rakterystycznego (12) maj  ujemne cz ci rzeczywiste wtedy i tylko wtedy, gdy 
spe niony jest jeden z warunków7:

5 Zob. Gandolfo (1980, str. 248–251) lub Brock, Malliaris (1996, str. 75–77).
6 Gdyby w0 nie by o dodatnie, to mno ymy równanie obustronnie przez (-1).
7 Zob. Gandolfo (1980, str. 251).
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 (a) wn > 0, wn–2 > 0, …; R1 > 0, R3 > 0, … , (14a)

 (b) wn > 0, wn–2 > 0, …; R2 > 0, R4 > 0, … , (14b)

 (c) wn > 0, wn–1 > 0, wn–3 > 0, …; R1 > 0, R3 > 0, … , (14c)

 (d) wn > 0, wn–1 > 0, wn–3 > 0, …; R2 > 0, R4 > 0, … . (14d)

Jak wynika z (14), w przypadku, gdy n = 5, stan stacjonarny jest lokalnie asymp-
totycznie stabilny wtedy i tylko wtedy, gdy spe niony jest jeden z czterech (alterna-
tywnych) uk adów nierówno ci:

 (a) w5 > 0, w3 > 0, w1 > 0; R1 > 0, R3 > 0, R5 > 0, (15a)

 (b) w5 > 0, w3 > 0, w1 > 0; R2 > 0, R4 > 0, (15b)

 (c) w5 > 0, w4 > 0, w2 > 0, w0 > 0; R1 > 0, R3 > 0, R5 > 0, (15c)

 (d) w5 > 0, w4 > 0, w2 > 0, w0 > 0; R2 > 0, R4 > 0. (15d)

Wyznaczaj c wspó czynniki wielomianu charakterystycznego 

 0...)( 54
4

1
5

0 wwwwW , (16)

dostajemy m.in.: 43215 )1( SM
S RMYw . Wyra enie to jest dodatnie (przy 

standardowych za o eniach), a wi c warunek w5 > 0 jest spe niony. Zauwa my, e 
R5 = w5 R4, co wynika bezpo rednio z postaci tych wyznaczników:
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Z powy szego oraz z faktu, e w5 > 0 wynika, e R5 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy 
R4 > 0. Zatem w uk adach nierówno ci (15) wyznacznik R5 mo emy zast pi  (mniej 
skomplikowanym) wyznacznikiem R4. Zauwa my te , e w0 = 1, a wi c warunek 
w0 > 0 równie  jest spe niony. Ponadto, obliczaj c w0 dostajemy nast puj ce wyra-
enie:
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43432
1

4 )1( PYM
S SAPRM

Y
w S .

atwo sprawdzi , e przy standardowych za o eniach w4 > 0, a wi c i ten warunek 
jest spe niony. Z powy szych uwag wynika, e warunki konieczne i dostateczne stabil-
no ci (15) s  spe nione, gdy spe niony jest jeden z poni szych uk adów nierówno ci:

 (a) w3 > 0; w1 > 0; R1 > 0; R3 > 0, R4 > 0, (18a)

 (b) w3 > 0; w1 > 0; R2 > 0, R4 > 0, (18b)

 (c) w2 > 0; R1 > 0; R3 > 0, R4 > 0, (18c)

 (d) w2 > 0; R2 > 0, R4 > 0. (18d)

Po g bszej analizie okazuje si , e wszystkie powy sze uk ady nierówno ci s  
bardzo z o one. Wzgl dnie najprostszy jest uk ad (18d), który w zwi zku z tym pod-
damy analizie. Rozpatrzmy zatem po kolei trzy nierówno ci (18d). Po obliczeniach 
otrzymujemy

YSzPAYRMRPARMw PrM
S

PrM
S

SS /)~(/)( 321322 .

Zatem w2 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy

 SS M
S

PrM
S

Pr RMYSzPAYRMRPA /)~(/)( 3

?

2
32

1 .  (19)

We wzorze tym zaznaczone zosta y znaki poszczególnych wyra e  (przy standardo-
wych za o eniach). Wyra enie w nawiasie kwadratowym jest dodatnie wtedy i tylko 
wtedy, gdy

 
Pr

M
S

Pr

SzPA

RMRPA S

~
)( 2

3 . (20)

Zauwa my, e je eli zachodzi (20), to w2 > 0 dla dowolnych warto ci parametrów 
reakcji i. Je li jednak (20) nie zachodzi, to wyra enie w nawiasie kwadratowym 
w nierówno ci (19) jest ujemne. Wówczas w2 > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy iloraz

32

1  jest mniejszy od pewnej dodatniej liczby. Je li zatem nie zachodzi (20), to 

warunek w2 > 0 jest spe niony wtedy i tylko wtedy, gdy parametr 1 jest dostatecznie 
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ma y i/lub parametry 2 oraz 3 s  dostatecznie du e. Warto zauwa y , e podobny 
wniosek (cho  inn  nierówno ) otrzymali my wy ej, analizuj c lad macierzy A.

Przyjrzyjmy si  teraz drugiemu z warunków (18d). Wyznacznik R2 ma z o on  
posta , ale mo na go zapisa  w nast puj cej postaci8:

......)( 2
1123322 SS M

S
M

S RMRMR  .

Zauwa my, e R2 jest ci g  funkcj  m.in. parametru 1, przy czym R2( 1) > 0 dla 
1 = 0, sk d wynika, e R2 > 0, je eli parametr 1 jest dostatecznie ma y9.

Ostatni z warunków (18d) jest najbardziej z o ony, poniewa

......... 4
1

3
1

2
114 xR  , gdzie  )()( 23

3
32

4
SS M

S
M

S RMRM
Y

x .

atwo sprawdzi , e przy standardowych za o eniach x < 0. Zauwa my, e podobnie 
jak R2, równie  R4 jest ci g  funkcj  m.in. parametru 1, przy czym R4( 1) = 0 dla 

1 = 0 oraz R4 1  x < 0, gdy 1  0+. Z tego wynika, e je eli parametr 1 jest 
dostatecznie ma y, to R4 < 0. Je eli zatem stan stacjonarny ma by  stabilny, to para-
metr 1 nie mo e by  dowolnie ma  liczb . Standardowe za o enia nie determinuj , 
niestety, znaków wyra e  oznaczonych kropkami, a wi c nie ma pewno ci, czy przy 
ka dym zestawie warto ci parametrów i (i = 2, 3, 4) istnieje taka warto  parametru 

1, dla której R4 > 0.

4. WARUNKI STABILNO CI 

Przeprowadzona analiza prowadzi do nast puj cych wniosków:
1) Jest mo liwe podanie uk adu (trzech lub wi cej) nierówno ci stanowi cych 

warunki konieczne i dostateczne stabilno ci w naszym modelu. (Mog  to by  np. 
warunki (18d), po uwzgl dnieniu wyników oblicze .) S  one jednak tak z o one, 
e nie jest mo liwe ich rozwi zanie, przy do tej pory sformu owanych ogólnych 

za o eniach. 
2) Tylko niektóre z tych warunków posiadaj  interpretacj  ekonomiczn . Sprowadza 

si  ona do górnych i/lub dolnych ogranicze  na o onych na parametry reakcji i. 
3) Nie mo na dowie , e dla dowolnych warto ci parametrów modelu spe niaj cych 

standardowe za o enia, istnieje taki zestaw warto ci parametrów reakcji i, dla 
których stan stacjonarny jest stabilny. 

8 Miejsce kropek zajmuj  z o one wielomiany o znakach nie poddaj cych si  analizie (przy przy-
j tych za o eniach).

9 Jest to warunek dostateczny (cho  niekonieczny), aby wyznacznik R2 by  dodatni.
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4) Prawdopodobnie, aby stan stacjonarny by  stabilny, niektóre parametry reakcji 
musz  mie ci  si  w okre lonych granicach. Na przyk ad stwierdzili my wy ej, 
e parametr 1 nie powinien by  ani zbyt niski, ani zbyt wysoki10.

5. EKSPERYMENT NUMERYCZNY

W celu numerycznego zbadania stabilno ci stanu stacjonarnego, przedstawimy 
wyniki prostych symulacji. W modelu z za o enia sta e w czasie s  wielko ci egzo-
geniczne: R*, P*, T, G, z~. Przyjmijmy nast puj ce funkcje wyst puj ce w równaniach 
dynamiki:

 AP (Y, T, r) = A~ + a1(Y – T) – a2r,  gdzie A~, a2 > 0, a1  (0,1], 

 R(Y, MS, P) = r1Y – r2 (MS P), gdzie r1, r2 > 0, (21)

 S(P) = S1P, gdzie s1 > 0.

Po uwzgl dnieniu tych za o e , model dynamiczny (7) redukuje si  do postaci:

  (22)

 ],[
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gdzie PPRr  oraz R = r1Y – r2 (MS P). Stan stacjonarny wyznaczamy przyrów-
nuj c prawe strony uk adu (22) do zera. Otrzymujemy wówczas:

*PP ,   *RR ,   Rr ,   PsY 1 ,   YzZ ~ ,

 GraTYaAH 21 )(~ ,     
2

1
r

RYr
PM S . (23)

10 Cho  nie jest to warunek konieczny stabilno ci – przy pewnych specy  cznych za o eniach istnie  
mo e tylko jedna (dolna lub górna) granica stabilno ci dla 1; por. symulacje poni ej.
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Otrzymany uk ad równa  ró niczkowych (22) nie jest liniowy (ze wzgl du chocia by 
na zale no  R od MS, Y i P), ale jego dynamik  w otoczeniu stanu równowagi mo na 
w przybli eniu opisa  uk adem liniowych równa  ró niczkowych. Jak ju  wiemy, 
uk ad równa  dynamiki zlinearyzowanego modelu mo na zapisa  w postaci macie-
rzowej (9), przy czym macierze D i B maj  obecnie nast puj c  posta  (por. (10) 
i (11)):
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Rozwi zanie zlinearyzowanego uk adu równa  ró niczkowych (9) z macierzami 
D, B postaci (24), (25) mo na przedstawi  w formie:
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i , (26)

gdzie e jest sta  Eulera, i (i = 1, …, 5) s  pierwiastkami charakterystycznymi macie-
rzy A = DB, natomiast hi odpowiadaj cymi im wektorami w asnymi macierzy A. 
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Je eli znamy stan pocz tkowy gospodarki w momencie t = 0, czyli warto ci H(0), 
Z(0), P(0), MS(0) oraz Y(0), to sta e si wyliczamy z uk adu (26) dla t = 0. 

Przeanalizujmy prosty, czysto hipotetyczny przyk ad, przyjmuj c nast puj cy 
bazowy zestaw parametrów oraz warto ci pocz tkowych11:

05,01 , 3,02 , 5,03 , 5,04 , 30~A , 95,01a , 1202a , 

 25,0~z , 002,01r , 004,02r , %5*R , 1*P , 300TG ,  (27)

0)0(H , 250)0(Z , 9,0)0(P , 310)0(SM , 720)0(Y . 

Wyja nijmy, e przyj te warto ci nie s  oparte na adnych danych statystycznych. 
Cz  z tych parametrów da oby si  by  mo e skalibrowa  w oparciu o takie dane, 
jednak wi kszo  (a z pewno ci  wszystkie parametry reakcji i) nie ma adnego 
odpowiednika w statystyce. Dlatego prezentowane wyniki oblicze  nale y traktowa  
wy cznie jako ilustracj  dzia ania modelu.
Przy za o eniach (27), warto ci zmiennych w stanie stacjonarnym obliczone ze wzo-
rów (23) wynosz : 

 1P , %5R ,   800Y ,   200Z , 1H , 387,5SM .  (28)

Macierz A ma w naszym przyk adzie posta :

5,0040000

2325,0465,0188,18000

000015625,0000000625,00

288125,048,01860075,01

005,000

A . 

Obliczaj c pierwiastki charakterystyczne tej macierzy dostajemy par  sprz o-
nych pierwiastków zespolonych 1   + i, 2   – i, gdzie   –0,00749609, 

  0,0511086 oraz trzy pierwiastki rzeczywiste 3  –0,58482, 4  –0,344159, 

11 Zestaw ten w znacznej cz ci pokrywa si  z warto ciami przyjmowanymi we wcze niejszych 
naszych pracach, co u atwia porównanie wyników symulacji. 
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5  –0,0135288.12 Pierwiastkom zespolonym odpowiada para sprz onych wektorów 
w asnych h1 = v1 + iv2 oraz h2 = v1 – iv2, gdzie:

25209558,0

27847903,0

00024679,0

62014161,0

00583144,0

1v ,  

49776912,0

47592264,0

00064509,0

0

00326971,0

2v , 

natomiast pierwiastkom rzeczywistym 3, 4 i 5 odpowiadaj  rzeczywiste wektory 
w asne:

38817083,0

62942665,0

00008231,0

67316081,0

00007037,0

3h , 

27721624,0

69441304,0

00010800,0

66403437,0

00015691,0

4h , 

66427942,0

66452791,0

00080788,0

34094481,0

02985783,0

5h . 

Trajektorie zmiennych endogenicznych modelu w postaci trygonometrycznej 
mo na wyrazi  wzorem:
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Sta e si (i = 1, …, 5) znajdujemy rozwi zuj c liniowy uk ad równa , powsta y 
przez podstawienie do (29) warto ci zmiennych w momencie pocz tkowym. Uk ad 
ten ma posta :

12 Wszystkie te pierwiastki maj  ujemne cz ci rzeczywiste, co na mocy twierdzenia Lapunowa 
zapewnia lokaln  asymptotyczn  stabilno  stanu równowagi.
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Rozwi zuj c ten uk ad otrzymujemy: s1  99,7053, s2  –199,087, s3  –7,81659, 
s4  –29,8086, s5  –7,92119. Podstawiaj c wyliczone warto ci do (29) otrzymujemy 
wzory na trajektorie poszczególnych zmiennych, wychodz ce z danego stanu pocz t-
kowego.

Poni szy rysunek przedstawia ci g e trajektorie Y(t), R(t)  oraz Y(t), P(t)  wyli-
czone w opisany sposób, gdzie R(t) = r1Y(t) – r2 MS (t) P (t) . Startuj c ze stanu 
pocz tkowego Y(0), R(0), P(0), …  = (720, 6.22%, 0.9, …), gospodarka zmierza 
z czasem do stanu stacjonarnego le cego w punkcie przeci cia krzywej IS i prostej 
R = R* = 5% (na pierwszym rysunku). Odpowiada mu punkt przeci cia prostych AS 
i AD (na drugim rysunku).
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Rysunek 1. Zbie no  do stanu równowagi w przyk adowych symulacjach

Jak wida , gospodarka znajduje si  ca y czas blisko krzywej AS, co wynika st d, 
e w przedstawionym przyk adzie  rmy silnie (szybko) reaguj  na nieodpowiedni 

poziom produkcji (parametr reakcji 3 jest wzgl dnie wysoki), a ponadto przypadkiem 
pocz tkowy poziom produkcji (720) jest równy optymalnemu przy pocz tkowym 
poziomie cen (0,9). Punkt pocz tkowy le y zatem na krzywej AS13.

13 Dla zaspokojenia w asnej ciekawo ci zmieniali my Y(0) tak, aby punkt pocz tkowy le a  daleko 
od krzywej AS. Okaza o si , e nawet w takich przypadkach trajektoria bardzo szybko dochodzi do 
krzywej AS i porusza si  w przybli eniu wzd u  niej.
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Trajektorie poszczególnych zmiennych modelu maj  posta  typowych, sinuso-
idalnych krzywych o gasn cej amplitudzie. Dlatego nie przedstawiamy tu adnych 
wykresów w przestrzeni stanów14. Zamieszczamy natomiast cztery rysunki ilustruj ce 
trajektorie niektórych par zmiennych w przestrzeni fazowej, uzyskane z rozwi zania 
modelu ci g ego (linia ci g a) i jego dyskretnego odpowiednika (linia przerywana). 
Jak wida  z wykresów, model dyskretny stanowi do  dobre przybli enie modelu 
ci g ego – ogólny kszta t trajektorii w obu przypadkach jest podobny. Istotna rozbie -
no  pojawia si  jedynie na pocz tku horyzontu.
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Rysunek 2a. Trajektorie w przestrzeni fazowej otrzymane przy bazowym zestawie parametrów 
dla modelu ci g ego (linia ci g a) i jego dyskretnego odpowiednika (linia przerywana)
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Rysunek 2b. Trajektorie w przestrzeni fazowej otrzymane przy bazowym zestawie parametrów 
dla modelu ci g ego (linia ci g a) i jego dyskretnego odpowiednika (linia przerywana)

14 Na podstawie podanych wyników mo na samodzielnie wykre li  trajektorie poszczególnych 
zmiennych.
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6. NUMERYCZNE BADANIE STABILNO CI STANU RÓWNOWAGI

Aby zilustrowa  przedstawion  wcze niej teoretyczn  analiz  stabilno ci, przepro-
wadzimy teraz numeryczn  analiz  wp ywu zmian niektórych parametrów modelu na 
stabilno  stanu stacjonarnego. Bior c za punkt wyj cia bazowy zestaw parametrów 
i za o e  (27) i (21), mody  kujemy ka dorazowo jeden wybrany parametr, poszukuj c 
warto ci granicznych, których przekroczenie powoduje utrat  stabilno ci. Na przyk ad 
stopniowo zmniejszaj c parametr reakcji 1 otrzymujemy doln  granic  stabilno ci 
dla tego parametru, która jest w przybli eniu równa 0,0233. Zmniejszenie parametru 

1 poni ej tego poziomu (przy innych za o eniach z zestawu bazowego) powoduje, 
e warunki konieczne i dostateczne stabilno ci (18d) nie s  spe nione. (Co najmniej 

jeden z pierwiastków charakterystycznych posiada dodatni  cz  rzeczywist .). 
Poni sze zestawienie podsumowuje wyniki takiego poszukiwania dolnych i górnych 
granic stabilno ci.

Tabela 1. 
Granice stabilno ci dla parametrów reakcji 

(przy pozosta ych z zestawu bazowego)

dolna granica stabilno ci górna granica stabilno ci

1 0,0233 0,7289

2 0,0327 0,4100

3 0,1370 –

4 – 1,1280

        ród o: obliczenia w asne.

Zgodnie z oczekiwaniami okaza o si , e aby stan stacjonarny by  stabilny nie-
które parametry reakcji nie mog  przekracza  okre lonych górnych i/lub dolnych 
warto ci granicznych. 

Oczywi cie otrzymane liczby nale y traktowa  z rezerw , jako, e dotycz  one 
jedynie opisanego wcze niej bazowego zestawu parametrów, który wcale nie musi 
odpowiada  jakiej  konkretnej gospodarce. Niemniej jednak warto chyba pokusi  
si  o interpretacj  tych wyników, cho by dlatego, e wyniki naszych symulacji s  
realistyczne, przynajmniej w sensie uzyskanych proporcji mi dzy zmiennymi modelu. 
Szczególnie interesuj cy wydaje si  rezultat otrzymany dla parametru opisuj cego 
pr dko  przep ywu pieni dza mi dzy krajami unii monetarnej ( 2). Okaza o si , e 
zarówno zbyt wysoka, jak i nazbyt niska mobilno  pieni dza w unii skutkowa  mo e 
niestabilno ci  w omawianej ma ej gospodarce. Na marginesie dodajmy, e otrzy-
mana tu warto  (0,41) jest bardzo wysoka (wydaje si  w praktyce nieosi galna). 
Taka warto  oznacza aby bowiem, e ró nica w poziomach stóp procentowych 
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R – R* = 1% skutkuje wzrostem poda y pieni dza w kraju (w ci gu jednego roku) 
o 41%15.

W pe ni osi galna jest natomiast górna granica stabilno ci dla parametru 4, wyno-
sz ca (w naszym przyk adzie) oko o 1,128. Warto  ta oznacza aby, e gdyby w danym 
roku ceny w kraju by y o 10% ni sze ni  za granic  (P P* = 0,9), to w kolejnym roku 
bilans handlowy wzrós by o 1,128, co stanowi oby (w tym przyk adzie) tylko oko o 
0,1–0,2% produkcji16. Zatem jest mo liwe, e niektóre ma e kraje o nazbyt wysokiej 
wra liwo ci bilansu handlowego na ró nice w poziomach cen mog  w warunkach unii 
monetarnej do wiadczy  problemów ze stabilno ci  gospodarki.

Oczywi cie, nie mo na te  w praktyce wykluczy  sytuacji, kiedy niektóre parame-
try reakcji w pewnych krajach b d  ni sze od dolnej granicy stabilno ci, co równie  
mo e skutkowa  gwa townymi wahaniami w tych gospodarkach. Bior c pod uwag  
liczby otrzymane w przyk adzie stwierdzi  mo na, e realna (osi galna) jest dolna 
granica stabilno ci dla 1 – wystarczy tylko, aby niepo dane zmiany zapasów towa-
rów prowadzi y do dostatecznie powolnych zmian cen. Warto  0,023 oznacza aby, 
e nadmierne zapasy na poziomie Z Y – z~ = 10% wywo a yby obni k  cen o tylko 

0,23% (w ci gu jednego roku). Wydaje si , e w praktyce mo na spotka  tak s abe 
reakcje cen17.

Podobnie realna wydaje si  dolna granica stabilno ci dla parametru 3. Warto  
0,137 oznacza, e w ci gu jednego roku niwelowane jest (przez odpowiedni  zmian  
poziomu produkcji) jedynie 13,7% ró nicy mi dzy optymalnym a faktycznym pozio-
mem produkcji.

7. NIESKUTECZNO  POLITYKI FISKALNEJ W REDNIM OKRESIE 
– UJ CIE DYNAMICZNE

Stosuj c metody statycznej analizy porównawczej, w artykule Konopczy skiego 
(2006) wykazali my ca kowit  nieskuteczno  ekspansywnej polityki  skalnej 
w warunkach UGW, która wynika z ujawniaj cego si  w rednim okresie mecha-
nizmu wyrównywania si  cen w unii. Teraz przyjrzymy si  jej raz jeszcze w uj ciu 
dynamicznym, wykorzystuj c przeprowadzone symulacje. Przyjmijmy nast puj ce 
za o enia. Gospodarka znajduje si  pocz tkowo w stanie równowagi, odpowiadaj -
cym bazowemu zestawowi parametrów (32). Stan ten jest okre lony wzorami (28). 
Le y on w punkcie przeci cia krzywych IS i LM oraz AD i AS, przedstawionych na 
poni szych wykresach. 

15 W modelu dyskretnym górna granica stabilno ci dla 2 jest nieco ni sza – wynosi oko o 0,385, 
co jednak wydaje si  równie nieosi galne w praktyce.

16 W modelu dyskretnym górna granica stabilno ci dla tego parametru jest nawet ni sza (wynosi 
oko o 1).

17 By  mo e warto w przysz o ci spróbowa  metodami ekonometrycznymi oszacowa  przynajmniej 
niektóre z omawianych parametrów reakcji.
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Rysunek 3. Ilustracja efektów ekspansywnej polityki  skalnej 

W pocz tkowym (krótkim okresie) nast puje rozlu nienie polityki  skalnej, 
polegaj ce na zwi kszeniu wydatków bud etowych z 300 do 310, przy niezmienio-
nych podatkach na poziomie 300. Ten podwy szony poziom G utrzymuje si  jedynie 
przez 7 pierwszych okresów, po czym wraca do poziomu 300. Jakie s  skutki tej 
polityki?

Pocz tkowo pojawia si  wzrost produkcji, któremu towarzyszy in  acja. Jednocze-
nie wzrasta te  stopa procentowa R, co powoduje stopniowy wzrost poda y pieni dza, 

dzi ki nap ywowi kapita u z zagranicy. Wkrótce nast puje przegrzanie gospodarki: 
wy sze stopy procentowe ograniczaj  krajowy popyt inwestycyjny i konsumpcyjny, 
narastaj  zapasy niesprzedanych towarów, co zach ca do obni ek cen. To za  wp ywa 
negatywnie na optymalny poziom produkcji i skutkuje stopniowym ograniczaniem 
produkcji. Mo na zauwa y , e (po dwóch szybko wygasaj cych fazach wzrostu 
i spadku), gospodarka wraca do poprzedniego po o enia – tego samego punktu, z któ-
rego startowa a. W ten sposób ujawnia si  dzia anie mechanizmu wyrównywania si  
cen w UGW w rednim okresie. Wy sze ceny, które s  efektem rozlu nienia polityki 
 skalnej, pogarszaj  pozycj  konkurencyjn  kraju, co wp ywa negatywnie na bilans 

handlowy, a po rednio tak e na produkcj . Równowaga jest osi gana dopiero po 
powrocie gospodarki do pierwotnego stanu stacjonarnego. 

Warto podkre li , e krótkotrwa e rozlu nienie polityki  skalnej przynosi 
w zasadzie same negatywne skutki. Nast puje silne rozchwianie gospodarki, po 
czym wraca ona do pierwotnego stanu. Oczywi cie, wzrost wydatków bud etowych 
musi te  skutkowa  wzrostem d ugu publicznego (czego w tym modelu nie uwzgl d-
niamy). Produkcja ro nie jedynie przez krótki, pocz tkowy okres, po czym nast puje 
recesja.
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8. PODSUMOWANIE

Przedstawili my model, który – jak s dzimy – mo e stanowi  uproszczony opis 
procesu konwergencji stóp procentowych w stre  e euro powi zanego z konwergencj  
poziomów cen. Mo e zatem opisywa  proces wychodzenia strefy euro z trwaj cego 
kryzysu, który b dzie wi za  si  zapewne z ponownym zanikiem ró nic w stopach 
procentowych. Jest te  inna interpretacja przedstawionego modelu. Mo e on opisywa  
proces konwergencji uruchamiany z chwil  wej cia do unii monetarnej nowego kraju, 
w którym pocz tkowo stopy procentowe odbiegaj  od redniej dla ca ej UGW. Bada-
li my w asno ci modelu, koncentruj c si  na warunkach stabilno ci. Doszli my do 
wniosku, e mimo bardzo prostej struktury modelu, nierówno ci stanowi ce warunki 
konieczne i dostateczne stabilno ci gospodarki s  tak z o one, e nie jest mo liwe ich 
rozwi zanie analityczne. Warunki te sprowadzaj  si  w zasadzie do pewnych górnych 
i/lub dolnych ogranicze  na o onych na parametry reakcji i. Zatem kluczowe znacze-
nie dla stabilno ci gospodarki ma si a (tempo) reakcji podmiotów gospodarczych na 
nierównowagi pojawiaj ce si  na ró nych rynkach. W du ym uproszczeniu, reakcje 
nie mog  by  ani zbyt wolne, ani zbyt szybkie.

Warto te  podkre li , e w wietle uzyskanych wniosków badanie stabilno ci 
w modelach b d cych rozwini ciami przedstawionego tu modelu nie rokuje raczej 
nadziei na uzyskanie przejrzystych wniosków ekonomicznych. W modelach takich 
warunki konieczne i dostateczne stabilno ci prowadz  do uk adu bardzo skompliko-
wanych nierówno ci, nie posiadaj cych czytelnej interpretacji ekonomicznej. Wynika  
z nich mog  jedynie pewne wnioski dotycz ce parametrów reakcji. 
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STABILNO  MA YCH GOSPODAREK WCHODZ CYCH DO UNII MONETARNEJ 
W WIETLE PEWNEGO MODELU BEHAWIORALNEGO

S t r e s z c z e n i e

W artykule przedstawiamy prosty, behawioralny model imituj cy dynamik  ma ej gospodarki wcho-
dz cej do unii gospodarczej i walutowej (UGW). Model uwzgl dnia m.in. proces konwergencji cen 
nominalnych w unii i jego wp yw na bilans handlowy, kszta towanie si  cen w zale no ci od poziomu 
zapasów oraz przep ywy kapita u  nansowego niweluj ce ró nice w stopach procentowych na obszarze 
unii. Przy pomocy znanych metod analizy uk adów równa  ró niczkowych, badamy warunki stabilno ci 
gospodarki. Wykazujemy, e maj  one posta  ogranicze  na parametry behawioralne modelu, odzwier-
ciedlaj ce si  reakcji podmiotów gospodarczych na nierównowag . W celu zilustrowania tych wnio-
sków, przedstawiamy symulacje komputerowe. Na koniec, przedstawiamy dynamiczn  analiz  procesu 
przej cia pomi dzy dwoma stanami równowagi, wywo anego przez ekspansj   skaln .

S owa kluczowe: unia monetarna, polityka  skalna, euro, warunki stabilno ci stanu równowagi
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THE STABILITY OF SMALL ECONOMIES IN THE MONETARY UNION IN THE LIGHT 
OF A SIMPLE BEHAVIORAL MODEL 

A b s t r a c t

The article introduces a simple behavioral model for simulating the dynamics of a small economy, 
that is a member of the Economic and Monetary Union (EMU). The model takes account, among others, 
of the process of nominal convergence of prices in the EMU and its impact on the trade balance, the 
evolution of prices depending on the level of stocks and  ows of  nancial capital. With the help of certain 
methods of analysis of systems of differential equations, we are examining the conditions for stability of 
the economy. We show that they have the form of certain restrictions on behavioral parameters, which 
re  ect the strength of the reaction of economic agents to imbalances. To illustrate these proposals, we 
carry out computer simulations. Finally, we present a dynamic analysis of the process of transition 
between two states of equilibrium, induced by  scal expansion. 

Keywords: monetary union,  scal policy, euro, stability conditions


