PRZEGLAD STATYSTYCZNY
R. LX - ZESZYT 1 - 2013

GRZEGORZ PERCZAK, PIOTR FISZEDER
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KONCOWEJ ORAZ DRYFU!

1. WPROWADZENIE

Zmiennos¢ jest jednym z wazniejszych poje¢ wspotczesnych finanséw. Jej zna-
czenie w teorii finansow jest fundamentalne. Wynika zaréwno z teorii finansow,
jak i zastosowan praktycznych. Zmiennos¢ ma zastosowanie zaréwno w klasycznej
teorii portfela, wycenie opcji czy analizach obejmujacych problem pomiaru ryzyka.
Wariancja logarytmicznej stopy zwrotu instrumentu finansowego moze by¢ miara nie-
pewnosci co do wielkosci przysztych zmian ceny tego instrumentu. Estymacja tego
parametru dokonywana jest na podstawie historycznych notowan rynkowych. W prak-
tyce wystepuje jednak zazwyczaj problem z dostepem do szczeg6towych danych.
W og6lnodostepnych publikowanych notowaniach cen instrumentdéw finansowych
podawane sg najczesciej ceny: otwarcia, minimalna, maksymalna oraz zamknigcia,
jakie zostaly zaobserwowane w danym dniu. Z jednej strony, tak niepeiny zbior
danych utrudnia precyzyjne oszacowanie wariancji. Z drugiej strony, bardzo czgsto
w analizie danych finansowych wykorzystuje sie szeregi czasowe tylko cen zamknie-
cia, co powoduje, ze estymator wariancji konstruowany jest na podstawie jeszcze
bardziej skapego zbioru danych sktadajgcego sie z dziennych stop zwrotu. Celowe
wydaje sie zatem przedstawienie problemu wykorzystania dodatkowych informacji
o minimalnej i maksymalnej dziennej cenie rynkowej w estymacji dziennej wariancji,
ktorym to terminem okreslano w dalszej czesci pracy wariancje stopy zwrotu zaob-
serwowang miedzy zamknieciami notowan w kolejnych dniach.

Literatura naukowa dostarcza wielu metod estymacji dziennej wariancji. Czesto
roznig sie one przyjetymi zatozeniami, a takze wykorzystujg réznego typu dostepne
notowania. Konstruowane w ten sposob estymatory rdznia si¢ rowniez znaczaco efek-
tywnoscig. W niniejszym opracowaniu zostana blizej omdwione tylko te, ktore wyko-
rzystujg znajomos¢ co najwyzej cen otwarcia, minimalnej, maksymalnej i zamkniecia.
Przedmiotem zainteresowania nie sa estymatory konstruowane na podstawie $rod-
dziennych stop zwrotu (patrz np. Doman, 2011).

1 Praca zostata sfinansowana ze srodkéw Narodowego Centrum Nauki projekt numer 2012/05/B/
HS4/00675 nt. ,,Modelowanie i prognozowanie zmiennosci — wykorzystanie dodatkowych informacji
o cenach minimalnych i maksymalnych”.
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Analiza publikacji zawierajacych metody estymacji dziennej wariancji: Parkin-
son (1980), Garman, Klass (1980), Rogers, Satchell (1991), Kunitomo (1992), Yang,
Zhang (2000) prowadzi do wniosku, ze w kazdej z nich zastosowano inne podejscie
modelowe. Zostanie zatem podjeta proba kompleksowego spojrzenia na ten problem
i dokonany zostanie przeglad najbardziej popularnych estymatoréw, skonstruowanych
na podstawie tego samego aparatu matematycznego. Prezentacja istniejacego stanu
wiedzy z jednej wspoélnej perspektywy pozwoli oceni¢ wady i zalety istniejacych
estymatorow, wyznaczy¢ analitycznie ich efektywnosé, oceni¢ zasadnosé zatozen,
na podstawie ktdrych sa konstruowane, oceni¢ wiasnosci estymatorow w sytuacji,
gdy nie sa spetnione zatozenia modelowe, a takze sta¢ si¢ inspiracja do poszukiwan
innych sposobOw estymacji wariancji.

Podstawg prowadzonych w pracy analiz bedzie rozktad taczny tréjwymiarowego
wektora, ktérego wspotrzednymi sa zmienne losowe minimum, maksimum i wartosci
koncowej arytmetycznego ruchu Browna. Znajomos¢ rozktadu tego wektora umozli-
wia obliczenie wartosci oczekiwanych praktycznie dowolnych funkcji wspétrzednych
tego wektora. Zostanie pokazane, ze niektore z tych wartosci oczekiwanych sg rowne
wariancji procesu, uzyskany zostanie zatem pewien zbior estymatoréw tego parame-
tru. To z kolei umozliwi zarowno sprawdzenie nieobcigzonosci znanych estymatorow,
jak réwniez obliczenie ich efektywnosci oraz konstrukcje nowego, nieobciazonego
estymatora. Ponadto, zostanie pokazane, ze jest on efektywniejszy od wielu innych
dotychczas zaproponowanych estymatoréw, pomimo ze nie wymaga spetnienia
restrykcyjnych zatozen.

Wspblng cecha podstawowych, znanych estymatoréw dziennej wariancji stopy
zwrotu jest fakt, ze albo zakladaja one uproszczony model, gdy dryf ma wartosé
zerowa, albo ich konstrukcja nie wykorzystuje znajomosci wartosci dryfu. Wydaje sie
natomiast, ze wykorzystanie informacji o wartosci dodatkowego parametru powinno
zwiekszy¢ efektywnosé estymatora. W opracowaniu zostana przedstawione wyniki
dotyczace wykorzystania takiego estymatora do estymacji wariancji procesu obserwo-
wanego na rynku kapitatowym. Zostanie pokazane, ze szacunki zmiennosci konstru-
owane na podstawie estymatoréw wykorzystujacych dodatkowo znajomosé¢ dziennych
cen minimalnych i maksymalnych sa bardziej trafne niz te, ktére konstruuje si¢ na
podstawie modelu GARCH. Estymator konstruowany na podstawie dodatkowych
informacji o cenach minimalnych i maksymalnych moze by¢ w przysztosci wykorzy-
stany do budowy modeli GARCH, dzi¢ki czemu begdzie mozliwe uzyskanie jeszcze
trafniejszych szacunkéw zmiennosci.

Uktad artykutu jest nastepujacy. W czesci drugiej zostanie przedstawiony rozktad
taczny zmiennych losowych minimum, maksimum i wartosci koncowej arytmetycz-
nego ruchu Browna, a nastgpnie zostanie wyznaczona jego gestosé i funkcja charak-
terystyczna oraz wartosci oczekiwane iloczyndéw poteg tych zmiennych losowych.
Dodatkowo obliczone zostang wartosci oczekiwane funkcji zmiennych losowych
minimum, maksimum i wartosci koncowej dla niezerowej wartosci dryfu. Czgsc trze-
cia zawiera¢ bedzie omowienie znanych estymatorow dziennej wariancji. Wyznaczona



Estymacja wariancji arytmetycznego ruchu Browna na podstawie znanych wartosci... 41

bedzie nie tylko ich efektywnos¢, lecz takze wartos¢ obciazenia, w sytuacji gdy nie sa
spetnione zatozenia modelowe, na podstawie ktorych byty one konstruowane. Infor-
macje przedstawione w czesci drugiej zostang wykorzystane do propozycji nowego
estymatora dziennej wariancji. Estymator ten zostanie nastgpnie zastosowany w bada-
niu dotyczacym szacowania zmiennosci stép zwrotu indeksu WIG20 notowanego
na GPW w Warszawie. Opracowanie konczy podsumowanie. Artykut powstat na
podstawie fragmentdw pracy Perczaka (2013).

2. TROJWYMIAROWY WEKTOR LOSOWY MINIMUM, MAKSIMUM | WARTOSCI
KONCOWEJ RUCHU BROWNA

2.1. ZALOZENIA ORAZ OZNACZENIA

W opracowaniu przyjeto, ze: t jest ustalong liczba rzeczywistg dodatnig, jednostka
czasu t jest jeden dzien (czyli wartos¢ t = 1 odpowiada jednej dobie), zmienna ¢
spetnia warunek 0 <z <t, = 0 oznacza moment rozpoczecia notowan w biezacym
okresie, ktory jest jednoczesnie momentem otwarcia rynku w biezacym okresie, B,
jest standardowym procesem Wienera, S, jest ceng instrumentu finansowego odno-
towana w chwili 7. Stopa zwrotu, zdefiniowana jako x, = In(S; /S,) jest realizacja
arytmetycznego ruchu Browna: X, = ut + oB, w punkcie 7 =t. Ponadto przyjeto:
CommaxX,, A=minX. .

W praktyce najczesciej zaktada sie, ze rozpatrywany okres t jest rowny jednej
dobie. Problem wyznaczenia minimum i maksimum dziennej logarytmicznej stopy
zwrotu jest nieco bardziej ztozony. Jego ilustracje przedstawia rysunek 1.

Cena S(t)

Rynek zamknigty Rynek otwarty

SO :AA [Czas t

Wczorajsze Dzisiejsze Dzisiejsze
zamkniecie otwarcie zamknigcie

Rysunek 1. Przyktadowa realizacja ceny instrument finansowego w ciggu dnia
Zrédto: opracowanie wiasne na podstawie pracy Garmana, Klassa (1980, str. 70).
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Z notowan w ciggu dnia zazwyczaj ogoélnodostepnych jest tylko pig¢ wielkosci:

Sy — wczorajsza cena zamkniecia,

O; — dzisiejsza cena otwarcia,

H, — odnotowane w dniu dzisiejszym maksimum ceny,

L, — odnotowane w dniu dzisiejszym minimum ceny,

S; — dzisiejsza cena zamkniecia.

Wykorzystanie informacji dotyczacych cen, jakie zaobserwowano tylko w okre-
sie od momentu rozpoczecia do zakonczenia notowan rynkowych, nie pozawala na
prawidtowe wyznaczenie zmiennosci dobowej. W takim wypadku mozna co najwyzej
oszacowac zmiennos¢ jaka miata miejsce w czasie funkcjonowania rynku. Wartosci
notowan L; i Hy zostaty ustalone dla okresu, w ktérym rynek byt otwarty, a nie dla
catej doby, co ilustruje rysunek 1. W zwiazku z tym konieczne jest przedefiniowa-
nie wartosci minimalnej i maksymalnej tak, aby obejmowaty one okres pomiedzy
dwoma kolejnymi zamknieciami notowan (czyli petnej doby). Ostatecznie zostana
zatem przyjete nastepujace definicje dziennych stop zwrotu minimum i maksimum
A = min(InLy, InSp) = InSy, Ci: = max(InHy, InSy) — InSp. Zmienna X;: = In(S; /Sy)
bedzie okreslana jako stopa zwrotu wartosci koncowej. Ponadto, przyjeto zatozenie,
7@ wariancja procesu jest stata w ciggu dnia, a jednoczesnie dopuszczalna jest jej
zmiennos¢ w kolejnych dniach. Z tego powodu ustalony zostat warunek: 0 <t < 1.

2.2. ROZKLAD EACZNY ZMIENNYCH LOSOWYCH STOP ZWROTU MAKSIMUM, MINIMUM
| WARTOSCI KONCOWEJ RUCHU BROWNA

Znajomos¢ rozktadu tacznego wektora trzech zmiennych losowych (A, C;, X;)
umozliwia wyznaczenie wartosci oczekiwanych wybranych funkcji tych zmiennych.
Poniewaz rozktad ten ma skomplikowang posta¢, zatem w pierwszej kolejnosci zapre-
zentowane zostana rozktady taczne wektorow (C;, X;) oraz (A, X).

Istnieje wiele opracowan, w ktérych omawiany jest problem rozktadu tacznego
wektoréw (C,, X;), np. Cox, Miller (1965), Harrisson (1985). Zagadnienie to jest row-
niez bardzo czesto omawiane przy wycenie opcji barierowych (patrz np. Li, 1998;
Jakubowski i inni, 2006).

Rozwazane jest zdarzenie losowe {C; < ¢, X; < x} gdy x < c i 0 < c. Dystrybuanta
rozktadu tacznego wektora zmiennych losowych (C;, X;) opisana jest formuta (patrz
Harrisson, 1985, str. 13, wzor (8)):

x — ut 2uc  rx —2c—ut

J-eo(—7)
vt oVt

gdzie @ oznacza dystrybuante standaryzowanego rozktadu normalnego.

Na podstawie rownania (1) wyprowadzono formute na gestos¢ rozktadu tacznego
wektora zmiennych losowych (C;, X,):

P(C,<c, X, <x;p 0% 1) = q)( (1)
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0°P(C, <c, X, < x; p, 0%, ¢
fCt,Xt(C; X, ‘u, 0-2, t) = ( t t /.l ) _

dcdx
_(x—pt)?—4c(x—c) _(x—2c—pt)*—4puct
V2(2¢c — x)e 202t V2(2¢c — x)e 202t
- : - : ¥e
Vro3t2 Vro3t2

Wyznaczono réwniez funkcje charakterystyczng rozktadu tacznego wektora zmien-
nych losowych (C;, X)):

co c
®c, x, (@ s; w, 0% t) = f feiq”is"fcbxt(c, x; U, 02, t)dxdc =
0 —oo

2 _ i\ ,2(q+s)(-(q+s)a? +2ip)t <(—H —i(q+ 5)02)ﬁ>
) ((q +s)o? —ip)e? erfc NP

(q +2s)o? - 2iu

1 . 7 2
(SO.Z _ i‘u)ezs(—so'2+21ﬂ)terfc <(“— +\;%Z )'\/E)

.\ , 3)

(q + 2s)0? — 2iu
gdzie erf(x) = \/%f;e‘tzdt, erfc(x) = 1 — erf(x).

Z kolei rozwazmy zdarzenie {A; > a, X; > x} gdy a<0 i a <x. Takze w tym
wypadku mozna wyznaczy¢ jego prawdopodobienstwo stosujac analogie do poprzed-
nio rozpatrywanego zdarzenia:

—x + ut 2pa  —x + 2a + ut
) g (TR g

—eco
oVt oVt

Gestos¢ rozktadu tacznego wektora zmiennych losowych (A;, X;) dana jest formuta:

P(A; > a, X; > x; u, 02, t)=<l)(

0%P(A, > a, X, >x; u, 0%, t
fAtht(a’ X W, 02; t) = ( ¢ t H )=

dadx
_(x—pt)®-4a(x—a) (x—2a-ut)*—4pat
V2(x = 2a)e 202t V2(x = 2a)e 202t
- 3 = 3 .6
Vro3tz Vro3tz

Funkcja charakterystyczna rozktadu tagcznego wektora zmiennych losowych (A;, X,)
wyglada nastepujaco:
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Par,x, 0 53 1, 0% t) =

8§ T o

oo

ipa+i . 2 —
f elpa Lsfot,Xt(ai X, W, 07, t)dxda -
a

((p+s)o? - i#)e%(p“)(_(p”)"z+2i“)terfc (w+i(p +5)o)Vt
) V2o .
B (p + 2s)o? — 2ip

(so? — i#)e%s(—saz+2iu)terfc <(—u — iSO'z)\/E>

V20

N (6)

(p+2s)o? —2iu

Problem wyznaczenia rozktadu wektora (A;, C;, X;) rozwazany byt np. w opraco-
waniach Coxa, Millera (1965), Li (1998). Gestos¢ rozktadu X; z gérna i dolng bariera
absorbujaca rownymi odpowiednio c i a opisuje nastepujacy wzor (patrz Cox, Miller,
1965, str. 222, formuta (78)):

fx, (6 Ce<c, Ay >a; p, 0%, t) =

1 > 2k(c—a)u (x—2k(c—a)—put)?  2cut—(x—2c—2k(c—a)—put)?
= z e o? e 20%t —e 202t , (7)

gdziea<0<c,as<x<c.

Korzystajac ze wzoru (7) wyznaczono gestos¢ rozktadu tacznego wektora zmiennych
losowych (A;, C;, X)):

azfxt(x; Ce<c, A >a; pu, 0% t)

2
f ac x; U o°, t)= =
At'Ct'Xt( ) a a

(o8]

= Z (g(a,c, x5k, k,p,0,t) — gla, ¢, x;k, k + 1,u,0,t)), (8)

k=—o0
gdzie funkcja g opisana jest zaleznoscia:

gla,c,x;mmn,u,o,t) =

2(nc—ma)ut—(x—2(nc—ma)—ut)?
—2(nc — ma))2 - azt] e 202t .9

_ 4mn
- \2no5t’ [(x

Funkcje charakterystyczng rozktadu tacznego wektora zmiennych losowych
(A, Ci, Xy) opisuje formuta:
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Pa,cox, 0 A 53 1, 0%, 1) =

c

0 oo
= ff J‘e"p““qc”s"f% o x.(@ ¢, x; p, 0%, )dxdeda.  (10)
-0 0 a

Z uwagi na bardzo ztozona postac tej funkcji jej szczegbtowe przedstawienie zostanie
w tym przypadku pominigte?.

Znajomos¢ postaci funkcji charakterystycznych umozliwia obliczenie wartosci
oczekiwanych wybranych zmiennych losowych. Przyktadowo, dla catkowitych war-
tosci u, v, w uzyskujemy:

_ ian(PAt,ct,Xt(P' q, $; w, 0%, t)
in dp*dqvas¥

E[AMC X"] , (11)

gdzien=u+v+w.
W sytuacji, gdy u = 0 lub v = 0, wygodniej jest skorzysta¢ odpowiednio z formut:

1 anq) Ct,Xt(ql S, U, 0-2' t)
E[CX") == 5o A" (12)
oraz
1 an(pAt,Xt(pr S, U, 0.2' t)
E[A"X"] = m apas” : (13)
2.3. MOMENTY ZWYKLE ZMIENNYCH LOSOWYCH STOP ZWROTU MINIMUM,
MAKSIMUM | WARTOSCI KONCOWEJ RUCHU BROWNA
Przyjeto nastepujace oznaczenia i definicje:
g (14)
g
© 1 _2k(k+1)v?
Z(n, vy, C= Z— (2k+1)? 1
(ny, v)i= ) e (15)
k=1
daneZn>0y>00€R,
-1
Y= 2(n, 0, 0) = Y -, (16)
k=1

2 Formula moze zosta¢ udostepniona na zyczenie Czytelnika.
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dlan € Z, n > 1 {(n) jest tzw. funkcja Zeta-Riemanna,

1
Z,(v): = Z(1, 0, v) — 2Z (1, = u) +7(1, 1, v),

Z,w):=1-72(2,0,v) +Z(2, 1, v) =
=23 —4In2)v? + 2v* +

oS} m-—1

m (_1)m+j(22j+1 _ 1)2(2] +1) )
+m=21}2 }Z=12m+2]—3m(m_1)(m_]_1)'(]_1)'_
73(3) 77(3) w> s

_ _ 2 _ 4 _
=23 —-4In2)v +<2 2 )v +< >4 9%

7¢(3) | 314(5) 127¢(7)
+<_ 192 " 384 3072 >”8+

74(3) 31(5) 127¢(7) 5114(9)
+<1920_ 2560 | 10240 122880)”10+

Z;(v):=17(3, 0, v) + Z(3, 1, v),

Z,(v):=1—-17(4, 0,v) +Z(4, 1, v),

1 1 1
H,(v): = >t 52 (=3+Z,(v) +Z3(v)) + yrs (82,(v) — Z,(v)),

H,(v): = —Z (3, % v) +47,(0) + %Zz(v) -
3 3
—ﬁ(421(v) +Z,) + v—422(v),

3 v? 3 3 1
H3(U):= —5—74' 6ZI(U) +ZZZ(U) —EZ(3, E, U) +

1/9 3
+U_2<Z_ 9Z,(w) — 3Z,(v) —ZZg(v)> +

1( 3 v 3 3
+( =5+ 303 +3%,0) = SZw) + 3 Z4() |

(17)

(18)

(19)
(20)

(21)

(22)

(23)
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Korzystajac z formut (11), (12), (13) mozna obliczy¢ wartosci oczekiwane dowol-
nych poteg zmiennych A, C,, X;. Ponizej przedstawiono wyprowadzone wzory dla
wybranych momentéw do czwartego rzedu wiacznie.

Momenty pierwszego rzedu dla » # 0 (u« # 0) dane sg w postaci:

E[X,] = ut = vovt, (24)
E[C:] = a;/_ ( + v) erf(%) + \/%e_vz_z +v |, (25)
E[A:] =GT\/E —(%+v>erf(%)—\/%e_%+v : (26)

Momenty drugiego rzg¢du dla v # 0 (« # 0) opisuja formuty:

E[X.?] = o2t + p2t? = 02t(1 + v?), (27)
EC7] = 0%t | (g + 207 + erf() + (”\/’;_&Jr 1+§, (28)
v
2 2
E[A?] = ot (% —2v% — 1) erf(\;}i) a -i/v_):’ z +1+ U? , o (29)
E[AC] = o t[——+izz(u)] (30)

1 (1+v?e” T 1 v
— 52+ |(— 2 —+— 31
E[CX,] = c%t ( 21)2+2v +1>erf(\/§>+ Nor +tot+=) (31)

1 (1 +v?e” T 1
E[AX/] = 0%t (F_ZUZ - 1) erf(\}%) \/U_:) +§+U— . (32

Moment trzeciego rzedu dla » # 0 (« # 0) opisuje zaleznos¢:

3
E[x:%] = 302ut? + 133 = 03¢2(3v + v). (33)
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Momenty czwartego rz¢du dla o # 0 (« # 0) przedstawione sa rownaniami:

E[X.*] = 30%t% + 602u?t3 + pttt, (34)
E[AZX? + C2X,] = 40't? + 7o 3 + ptet, (35)
E[A* + C*] = 60%t? + 8a2p?t® + ptt?, (36)

3 3 9 442 15 2,,24+3 4.4
E[AX? + C.X.’| = 30*t% + 602u%t> + 'ttt (38)
E[A*C/%] = o*t?H, (v), (39)

2 2 452 vt 1
E[At CtXt + AtCt Xt] =0"t Hz(U) - 7 - E ) (40)

2 442 1 Uz 1

E[A.C.X%] = o*t EHz(u) -5 -3) (41)
E[AC, + ACP] = o*t?H; (V). (42)

Dla » = 0 (« = 0) przedstawione w rownaniach (24-42) momenty zmiennych loso-
wych mozna wyznaczy¢ analogicznie korzystajac z tych samych formut (11), (12),
(13). Jednak w tym wypadku konieczne jest wyznaczenie granic funkcji po prawej
stronie dla v — 0 (u — 0). W wigkszosci wypadkdw, prostszym sposobem jest jednak
wykorzystanie wzoru Vasicka (patrz Garman, Klass, 1980, str. 78). Gotowe wyniki
mozna znalez¢ w pracy Garmana, Klassa (1980, str. 74).

3. ESTYMATORY ZMIENNOSCI

3.1. PRZEGLAD ESTYMATOROW WARIANCJI KONSTRUOWANYCH NA PODSTAWIE
ZNAJOMOSCI CEN MINIMALNYCH, MAKSYMALNYCH | ZAMKNIECIA

Tozsamosci (24-42) zostaly wyprowadzone przy wykorzystaniu znajomosci
rozktadu tacznego zmiennych losowych A, C;, X;. Na ich podstawie mozna uzyskac
wiele informacji na temat znanych estymatoréw wariancji ruchu Browna. Autorom
publikacji nie jest znane zadne opracowanie, w ktorym przedstawiona bytaby kom-
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pleksowa analiza estymatoréw wariancji przy wykorzystaniu tego samego aparatu
matematycznego. W punkcie 3.1 wyznaczone zostana m.in. obciazenia wybranych,
popularnych estymatoréw wariancji dla niezerowego dryfu, a takze sformutowane
zostang doktadne wartosci wariancji estymatoréw. Te charakterystyki nie byty dotad
nigdzie publikowane.

Najbardziej popularny, nieobcigzony estymator wariancji procesu konstruowany
jest na podstawie jedynie cen zamkniecia, ale wymaga réwniez znajomosci wartosci
dryfu. Mozna go przedstawi¢ w postaci formuty:

s%() = (X, — ut)?. (43)

Jego wariancja jest rowna:
Var[szo(t)] = E[((X; — ut)? — 0%t)?] = E[(X, — ut)* — o*t?] = 20*t2. (44)

Wysoka wartos¢ wariancji tego estymatora wynika oczywiscie z czgsciowego tylko
wykorzystania zbioru danych A;, C;, X
Podobng ceche ma estymator Parkinsona (1980) dany wzorem:

(Ct - At)z
41n2

przy konstrukcji ktérego nie wykorzystuje si¢ znajomosci X;. Dla x« = 0 jest on nie-
obcigzonym estymatorem wariancji ¢t arytmetycznego ruchu Browna. W praktyce,
estymator ten wykorzystywany jest czesto w sytuacji, gdy wartos¢ dryfu u jest nie-
znana, badz tez, gdy u # 0. Korzystajac z réwnan (28-30) wyprowadzono formute na
wartos¢ oczekiwang estymatora Parkinsona dla niezerowego dryfu:

s2y(t) = (45)

1
—7Z,(v) +v )azt =

E[s% (0] = 4ln2<3 202

1 ) N m (_1)m+j(22j+1 — 1)((2] +1) B
Z v? Z T T Tmm £ Dm -G =11 £~

m=1 j=1

_ 78(3) 7¢(3) |, 314(5)
- [1 FomzY T <_ 1922 " 7681n2>“4

+< 74(3) 314(5) N 127((7)>

1536In2  3072In2 ' 245761n2
+<_ 73, 31%6) 1279(7) | 51149) ) +‘__]02t

46
15360In2  20480In2 81920In2 9830401n2 (46)

gdzie v oraz {(-) zostaty zdefiniowane w réwnaniach (14) i (16).
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Rysunek 2 daje poglad na temat wielkosci obciazenia tego estymatora w zalezno-
sci od wartosci parametru o.
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lloraz wartosci oczekiwanej estymatora i wariancji ruchu Browna w zaleznosci od parametru o.

Rysunek 2. Obciazenie estymatoréw Parkinsona i Garmana-Klassa dla niezerowego dryfu
Zrédto: opracowanie wiasne.

Korzystajac z tozsamosci podanych we wzorach (28-30), (36), (39) i (42) mozna
wyznaczy¢ wariancj¢ estymatora Parkinsona:

2
(Ct - At)z —E (Ct - At)z _
41n2 41n2
_ [-3+ 202 +Z,(v) + 6H,; (v) — 4H3(v) N 3Z,(v) 73 (v)
- 161n2 2 16v21n22 64v*In22

Var [EEI (t)] =E

o*t?  (47)

Na podstawie tozsamosci zawartych w Garman, Klass (1980, str. 74), dla u = 0 otrzy-
mujemy:

- 9(3)
2 —( _ T ) 5442 o )
Var[sZ,(0)] < 1+ o2 2)0 t? ~ 0,4073320%¢t2. (48)
Wynik ten zgodny z rezultatem podanym przez Parkinsona (1980, str. 63), lecz
odbiega od szacunku podanego przez Garmana, Klassa (1980, str. 71), wedtug ktorych
estymator s2,(t) jest 5.2 razy efektywniejszy od s?,(t). W zadnej z omawianych
prac nie podano doktadnych formut, na podstawie ktérych zostaty wyznaczone te

wartosci.
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Garman, Klass (1980) rozwazali rowniez tylko przypadek, gdy x« = 0. Skonstru-
owali oni estymator wariancji arytmetycznego ruchu Browna dany formutg (okreslany
dalej jako estymator G-K):

(Ct - At)z

s2,(t) = 5

—(2In2 - 1x,2 (49)
Na podstawie rownan (28-30) skonstruowano formutg na warto$é¢ oczekiwang esty-

matora G-K dla v # 0 (u # 0):

42

E[s%,(®)] = ((;— 21n2) + (;— 21n2>v2 —izz(u))azt =

=[1+ (1 -2In2)v%+

T R C A [ (CIR B
+nZlv2 jZl(_l) J 2 2in(n+ D(n— H!(j — 1! 0%t =

i (1-2m24 2@ ) o2 + (- L1@ + g5 )
=|1+(1-2In24280) Jv* +| —5280) + 55,80 Jv* +

7¢(3)  31g(5) | 1274(7)
+< 768 _ 1536 © 12288)U6+

. (_ 73) | 3146) 1274(7) | 5112(9)> . ] o2t

7680 10240 40960 491520 (50)

Na podstawie rysunku 2 mozna oceni¢ wielkos¢ obcigzenia tego estymatora w zalez-
nosci od wartosci parametru o.
Wariancja estymatora G-K jest rowna:

Var[?z(t)] =
—E (—(Ct ZAt) —(In2-1)X>-E [@TAJ —(2In2- 1)Xt2]> =
- [%- 12In2 +81In%2 + (%—241n2 +16In? 2>v2 +%(U)—
3
~(2In2 — DH, () — H;(v) + (Z —In 2) Z,() +
N (5-4m2)Z,(v) Z3W) ey (51)

42 16v*
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Przy wyprowadzeniu rownania (51) korzystano z formut (28-30), (34-36), (39), (41)
i (42). Na podstawie tozsamosci zawartych w Garman, Klass (1980, str. 74), dlax = 0
otrzymujemy:

_ 7
Var([s2,(0)] = (2 —8In2+4In?2 + (4 - E1n 2) ((3)) o*t? ~ 0,26870%t%. (52)

Uzyskany w réwnaniu (52) rezultat jest zgodny z szacunkami podanymi przez Gar-
mana, Klassa (1980, str. 74), wedtug ktérych estymator s2,(t) jest 7,4 razy bardziej
efektywny od s2,(t) oraz z wynikami Rogersa, Satchella (1991, str. 505), wedtug
ktorych wariancja estymatora s2,(t) jest réwna 0,27542.

Rogers, Satchell (1991) prowadzili badania dla niezerowgo dryfu. Zaproponowali
oni nastepujacy estymator wariancji procesu X; (okreslany dalej jako R-S):

s23(t) = C,(C — X)+A (A, — X)), (53)

ktory nie tylko jest nieobcigzony dla wszystkich wartosci u # 0, ale znajomos¢ tego
parametru nie jest konieczna do estymacji wariancji procesu. Wariancja tego estyma-
tora jest réwna:

Var[?3(t)] = E[(C(C — X)+A(Ay — Xp) — o?t)?] =
= (2H;(v) — Hy(v))o*t2. (54)

Réwnanie (54) zostato wyprowadzone z wykorzystaniem formut (35-37), (39-42). Dla
1 = 0 uzyskujemy:

_ 7
Var[s?;(0)] = (1 —4In2+ Zc(s)) o*t? ~ 0,3310110%t2. (55)

Otrzymana wartosé¢ Var[sZ;(t)] jest zgodna z wynikami Rogersa, Satchella (1991,
str. 505). Takze w tym wypadku nie podano formut, na podstawie ktorych wartos¢ ta
zostata wyznaczona.

W niniejszej pracy rozwazane sa estymatory, ktore konstruowane sg na podstawie
jedynie pojedynczego wektora zmiennych losowych (A, C;, X;). W badaniach finan-
sowych wykorzystuje si¢ szereg innych estymatoréw zmiennosci, ktére konstruowane
sg na podstawie szerszego zbioru informacji. Jednym z nich jest estymator o bardzo
wysokiej efektywnosci, zaproponowany przez Kunitomo (1992). Wykorzystuje on tzw.
skorygowana maksymalng i minimalnag wartos¢, lecz do ich wyznaczenia konieczna
jest znajomos¢ wszystkich sréddziennych stop zwrotu. Z tego wzgledu estymator ten
nie bedzie blizej omawiany.

Jak zostato to juz zaznaczone, przedstawione dotychczas estymatory stosowane
sa w praktyce do wyznaczania wariancji dla jednego dnia notowan. Przy okresleniu
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ich wiasnosci przyjeto zatozenie, ze dzienne logarytmiczne stopy zwrotu sa realizacja
ruchu Browna o ustalonych na dany dzien wartosciach dryfu x oraz wariancji o2.
Czasami jednak estymatory te wykorzystywane sa do obliczenia wariancji dla okresu,
ktorego diugos¢ przekracza jeden dzien. Wowczas zaktada si¢, ze wariancja stop
zwrotu jest stata w danym okresie, ponadto przyjmuje sig, ze jej szacunek w skali
jednego dnia jest rowny sredniej arytmetycznej dziennych wariancji wyznaczonych
dla kolejnych dni nalezacych do przyjetego okresu. W takim wypadku mamy zatem
do czynienia z bardzo istotnym wzmocnieniem zatozen przyjetego modelu. Nalezy
jednak zauwazy¢, ze dla wigkszosci szeregéw finansowych tak wzmocnione zato-
zenie jest nieprawdziwe w $wietle wynikow badan empirycznych (patrz np. prace
przegladowe dotyczace zmiennosci warunkowej wariancji — Bollerslev, Chou, Kroner,
1992, Bollerslev, Engle, Nelson, 1994). Z tego powodu, taki sposéb wykorzystania
przedstawionych estymatorow nie byt przedmiotem zainteresowania niniejszego
opracowania.

Przy zatozeniu statosci wariancji dla okresu dtuzszego niz jeden dzien skonstru-
owany zostat rdwniez estymator zaproponowany przez Yanga, Zhanga (2000). Wyko-
rzystuje on znajomos¢ wartosci ciagu wektorow o dtugosci wigkszej od 1, ktorych
wspotrzednymi sg ceny dziennego otwarcia, maksimum, minimum i zamkniecia.
Zatem, dodatkowo uwzgledniane sa tzw. zwroty nocne, czyli stopy zwrotu pomiedzy
ceng zamkniecia poprzedniego dnia i ceng otwarcia dnia nastepnego (patrz rysunek
1). Ze wzgledu na wysokg efektywnos¢ i powszechna dostepnos¢ danych, na pod-
stawie ktorych jest konstruowany, jest on jednym z najpowszechniej stosowanych
estymatorow zmiennosci wykorzystujacych cene otwarcia, minimalng, maksymalng
i zamkniecia. Nie jest natomiast mozliwe wykorzystanie tego estymatora do szaco-
wania wariancji tylko dla jednego dnia. Z tego wzgledu, a takze z powodu przyjetych
bardzo silnych zatozen, estymator ten nie bedzie rowniez blizej omawiany.

3.2. PROPOZYCJA NOWEGO ESTYMATORA ZMIENNOSCI

Wedtug wiedzy autoréw, w przypadku gdy nie jest znana wartos¢ dryfu x, estyma-
tor R-S jest najbardziej efektywnym ze znanych estymatoréw wariancji ruchu Browna
dla niezerowej wartosci dryfu konstruowanym na podstawie realizacji wektora zmien-
nych (A, C, Xy) (W przypadku x« = 0 najbardziej efektywnym znanym estymatorem
jest estymator G-K). Mozna postawi¢ pytanie, czy w sytuacji, gdy znana jest wartos¢
parametru x, istnieje mozliwos¢ wykorzystania tej dodatkowej informacji tak, aby
poprawi¢ efektywnos¢ estymatora R-S.

Ponizej zostanie zaproponowany estymator wariancji ruchu Browna przy znanej
wartosci parametru u, konstruowany na podstawie realizacji (A, Cy, X;). Rozwazmy
nastepujace estymatory wariancji:

?11@) = AX; + C X — ut?, (56)
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_ 1
s2,() = > (Atz +C° - ‘uztz)' (57)

s%5(t) = X,* — pPt, (58)

Wykorzystujac formuty (31), (32), (27), (28), (29), mozna tatwo pokaza¢, ze
s211(t), s21,(t), s215(t) sa nieobcigzonymi estymatorami wariancji o2t arytmetycz-
nego ruchu Browna. W zwiazku z tym estymator:

s2(a, b, t) = as?y,(t) + bs%,,(t) + (1 — a — b)s2,5(t) (59)

jest rowniez nieobcigzonym estymatorem wariancji o2t dla wszystkich a,b € R.
Latwo zauwazy¢, ze dla a = -1 i b = 2 otrzymujemy estymator R-S. Wariancja esty-
matora ?(a, b, t) dana jest formuta:

2

Var[?(a, b, t)] = <H2(U) (a + g) +

(b 40+ 21;2)>2 401+ 2v%)?

1
) Hy,(v) Hy, (v)

2 +2+ 4v2> a't?, (60)

gdzie:
le(v) = ZHl(U) - Hz(v) + 2 + 4U2, (61)

natomiast funkcje H; i H, zdefiniowano odpowiednio w réwnaniach (21) i (22).
Funkcje H,(v) i Hip(v) przyjmuja wartosci dodatnie dla » € R. Z uwagi na ograni-
czona objetos¢ artykutu dowdd tego faktu zostanie pominicty3. W zwigzku z tym
funkcja V[s2(a, b)| osiaga minimum dla:

4(1 + 2v?)

b= bmin(v): = Hy,(v) )

(62)

bin(@)  2(1+20?)
a= api,(v):=— o =T MO (63)

Jezeli v = 0, wéwczas warto$¢ parametru b, dla ktorej wariancja estymatora osigga
minimum wynosi:

3 Wyniki moga zosta¢ udostepnione na zyczenie Czytelnika.
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16
12—161In2 + 7¢(3)

bppin(0): = ~ 1,715994. (64)
Funkcja b, jest parzysta. Rosngce wartosci bezwzgledne argumentu » powoduja

monotoniczny wzrost by,;,; dla o — oo funkcja ta asymptotycznie dazy do 2 (patrz
rysunek 3).
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Rysunek 3. Wartosci parametru b w zaleznosci od wartosci v,
dla ktorych wariancja zaproponowanego estymatora osigga minimum

Zrédto: opracowanie wiasne.
Dla » = 0 wariancja estymatora jest rowna:

16
12—-161In2+ 7¢(3)

V[s2(@min(0), bymin(0), )] = (2 — )04t2 ~ 0,2840%t2. (65)

Jest ona zatem mniejsza od wariancji estymatora R-S s25 i tylko nieznacznie wieksza
od estymatora G-K s2,.

Sytuacja, w ktdrej posta¢ estymatora o minimalnej wariancji zalezy od wartosci
estymowanego parametru powoduje, ze niemozliwe jest skonstruowanie najefek-
tywniejszego estymatora. Innymi stowy, aby ustali¢ posta¢ estymatora o minimalnej
wariancji, trzeba zna¢ z géry wartos¢ estymowanego parametru. Fakt ten nie ozna-
cza jednak, ze nie ma mozliwosci poprawienia efektywnosci znanych estymatoréw.
W praktyce, w badaniach finansowych, w ogromnej wiekszosci przypadkéw wyste-
puje zaleznos¢: |ut] « o+/t, czyli wartosé v jest bliska 0. Do praktycznych zastoso-
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wan mozna przyja¢ wartosci b = 1,72 i a = -0,86. Proponowany estymator ma zatem
nastepujaca postac:

s2(—0,86, 1,72, t) = 0,86(C.(C; — X)+A (A, — X)) + 0,14(X, > — u?t?). (66)

Rysunek 4 przedstawia wykres zaleznosci wartosci wariancji estymatoréw s2, (t),
s2,(t), s%5(t) i s2(—0,86, 1,72, t) od parametru v.
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Iloraz wariancji estymatora i kwadratu wariancji ruchu Browna w zaleznosci od parametru o.

Rysunek 4. Efektywnos¢ estymatordw wariancji w zaleznosci od wartosci parametru o
Zrodto: opracowanie wiasne.

Jak zostato to wczesniej zaznaczone, stosowanie estymatora s2(—0,86, 1,72, t)
wymaga znajomosci parametru dryfu x. W analizach szeregéw finansowych, jego
doktadna wartos¢ niemal nigdy nie jest znana i konieczna jest jego estymacja.
Powstaje zatem problem okreslenia wptywu estymacji dryfu na witasnosci estymatora
s2(-0,86, 1,72, t).

Niech z bedzie estymatorem dryfu, okreslonym na podstawie duzej préby o liczeb-
nosci n. Poniewaz estymacja zmiennosci przeprowadzana jest na podstawie infor-
macji z pojedynczego dnia tej proby, zatem estymator wariancji 57(—0,86, 1,72, t)
jest zalezny od estymatora dryfu 4. Zaleznos¢ ta maleje jednak wraz ze wzrostem
liczebnosci proby, na podstawie ktdrej konstruowany jest estymator dryfu. W dalszej
czesci wywodu zostanie przyjete, ze zaleznos¢ ta jest na tyle staba, ze mozna ja
poming¢. W tej sytuacji zachodzi zaleznos¢ E[zi?] = 4% Mozna tatwo pokazaé, ze
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obciazenie estymatora s2(—0,86, 1,72, t) bedzie wéwczas réwne 0,14(u2? — /i2t?).
Z tego wynika, ze maksymalna bezwzgledna wartos¢ obcigzenia estymatora
s2(-0,86, 1,72, t) spowodowana estymacja dryfu, wynosi 0,14 max(u2t2, i%?). Ozna-
cza to, ze w sytuacji gdy np. 42 = 0, wielkos$¢ obcigzenia tego estymatora wyniesie
0,14025%t i tylko nieznacznie przekroczy obciazenie estymatora G-K s2,(t) (patrz
réwnanie (50) i rysunek 2). Ponadto koniecznos¢ estymacji dryfu nie spowoduje
wzrostu wariancji estymatora ?(—0,86, 1,72, t). Ocene obcigzenia i jego wptywu
na wariancje estymatora ?(—0,86, 1,72, t), w przypadku gdy przyjete zatozenie
nie bedzie spetnione, mozna przeprowadzi¢ dla okreslonych estymatoréw dryfu na
podstawie metody Monte Carlo.

3.3. ESTYMACJA ZMIENNOSCI STOP ZWROTU INDEKSU WIG20

W celu ilustracji przydatnosci rozwazanych estymatoréw zastosowano je dla
indeksu rynku akcji WIG20 do szacowania wariancji logarytmicznych stop zwrotu
pomnozonych przez 100. Indeks ten zostat wybrany celowo, z uwagi na fakt, ze obej-
muje najwieksze i najbardziej ptynne spo6tki notowane na GPW w Warszawie. Jest to
istotne, poniewaz w badaniu korzystano z danych éréddziennych, ktorych jakos¢ zalezy
w duzym stopniu od ptynnosci rynku (Doman, 2011). Zastosowano nastepujace esty-
matory: konstruowany na podstawie cen zamkniecia s2,(t), G-K s2,(t), R-S 525(t)
oraz zaproponowany 57(—0,86, 1,72, t) (opisane odpowiednio réwnaniami (45), (49),
(53), (66). Analize przeprowadzono dla 10-letniego okresu od 30 wrzesnia 2002 r. do
28 wrzesnia 2012 r., czyli okresu obejmujacego zarobwno okresy hossy, jak i bessy
a takze, co jest istotne, kryzysu finansowego. Skonstruowano 2513 wektoréw dziennych
stop zwrotu: (ay, €1, Xq), (@2, Cy, Xo), ..., (A2513, Cos513, X2513). Nastepnie przeprowadzono

i=2513

estymacje dryfu wg nastepujacej formuty*: g = ;Zm x; ~0,00032613502.

2513
Kolejnym krokiem byto oszacowanie wariancji dla kazdego dnia w probie, czyli dla

1<i<2513:
s20i(1) = (x; — )2, (67)

(c;—ay)?

/5,1:
52,1() 2

—(2In2 - 1)x 2 (68)

4 Zatozono statos¢ dryfu w czasie. Przyjeto najprostsza posta¢ estymatora dryfu. Gdyby zastosowaé
efektywniejszy estymator dryfu, to nalezatoby si¢ spodziewa¢, ze uzyskane wyniki szacowania zmien-
nosci na podstawie zaproponowanego estymatora nie beda mniej doktadne od tych jakie przedstawiono
W pracy.
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?3,1(1) =cilci—x)ta;(a; —xy), (69)
s2,(-0,86, 1,72, 1) = 0,86(c;(c; — x )+a;(a; — x,)) + 0,14(x;® — 42). (70)

Dla poréwnania skonstruowano réwniez szacunki wariancji na podstawie modelu
GARCHS5. Na podstawie kryterium informacyjnego Schwartza wybrano model
GARCH(1,3) z warunkowym rozktadem t-Studenta (o0znaczony jako GARCH-t(1,3)).
Dodatkowo zastosowano réwniez najczesciej stosowang w badaniach empirycznych
posta¢c modelu GARCH(1,1) z warunkowym rozktadem normalnym. Do estymaciji
parametrow wspomnianych modeli wykorzystano odpowiednio metode najwiekszej
wiarygodnosci oraz metode quasi-najwiekszej wiarygodnosci.

Do oceny doktadnosci szacunkdw zmiennosci jako realizacje wariancji przyjeto
sumy kwadratéw $roddziennych stop zwrotu. Istotnym problemem przy zastoso-
waniu takich danych jest wybdr odpowiedniej czestotliwosci obserwacji (patrz np.
Andersen, Bollerslev, Diebold, Labys, 2000 oraz Oomen, 2001). Z tego wzgledu
zmienno$¢ zrealizowang szacowano w réznych wariantach poprzez wyznaczenie sum
kwadratéw 5-, 10-, 15-, 20-, 30- i 60-minutowych stop zwrotu. Oceny doktadnosci
szacunkow zmiennosci konstruowanych na podstawie rozwazanych metod dokonano
za pomocg nastepujacych miaré: odsetek przeszacowan, btad sredni ME, pierwiastek
btedu $redniokwadratowego RMSE, pierwiastek btedu sredniokwadratowego skorygo-
wany o heteroskedastycznos¢ HRMSE, funkcja straty LINEX (a = -0,01 i 0,01) oraz
wspoiczynnik determinacji R? dla réwnania regresji realizacji wariancji wzgledem
szacunkow wariancji.

Tabela 1 przedstawia wyniki przeprowadzonej analizy w przypadku, gdy zmien-
nos¢ zrealizowana obliczano na podstawie 10-minutowych stop zwrotu. Bardzo zbli-
zone relacje pomiedzy rozwazanymi metodami szacowania zmiennosci wystepowaty
rowniez wtedy, gdy zmiennos¢ zrealizowana byta wyznaczana dla 5-, 15-, 20-, 30-
i 60-minutowych stép zwrotu.

Otrzymane wyniki dla odsetka przeszacowan oraz btedu $redniego wskazuja, ze
szacunki zmiennosci konstruowane na podstawie estymatorow wykorzystujacych
dane o cenach minimalnych i maksymalnych sg znaczaco niedoszacowane. Wynika
to jednak nie ze stabej jakosci tych estymatoréw, a z przyjetej miary zmiennosci
zrealizowanej, w tym przypadku sumy kwadratoéw stép zwrotu z danych sréddzien-
nych. Podobnie jak dla danych dziennych kwadrat §roddziemnej stopy zwrotu jest
nieefektywnych estymatorem wariancji $§roddziennej stopy zwrotu. Z tego wzgledu
w tabeli 2 przedstawiono wyniki oceny dokfadnosci szacunkéw zmiennosci jed-
nakze tym razem zmiennos¢ zrealizowana szacowano na podstawie 10-minutowych

5 Nie zaobserwowano istotnej statystycznie autokorelacji, dlatego przyjeto nastepujaca specyfikacje
rownania dla sredniej: x; = yg + ;.
6 Ich opis mozna znalez¢ na przyktad w pracy Fiszedera (2009).
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stop zwrotu i estymatora R-S. Przy takim podejsciu stopien niedoszacowania sza-
cunkéw zmiennosci, konstruowanych na podstawie tych estymatorow znaczaco sie¢
zmniejsza.

Tabela 1.

Ocena doktadnosci szacunkéw zmiennosci dla indeksu WIG 20 — zmiennos¢ zrealizowana obliczana
na podstawie kwadratéw 10-minutowych stop zwrotu

SVS;}rlgr?ct:;r przgsszsfgg\ljvaﬁ ME | RMSE | HRMSE (: I=N§j)(1) (aL=”\-l§i)(1) R?
52 3406 | 00811 | 48953 | 1,882 | 1,19E-03 | 123E-03 | 0,2472
5,2 (G-K) 2224 | 07144 | 25562 | 04704 | 336E-04 | 3,21E-04 | 0,6532
52 (R-S) 2821 | 0,6946 | 2,7346 | 05502 | 3.85E-04 | 3,66E-04 | 0,6230
& 26,46 | 0,6087 | 24212 | 04593 | 3,02E-04 | 2,86E-04 | 0,6848
GARCH-(1,3) 66,77 | 0,0441 | 33739 | 10747 | 622E-04 | 526E-04 | 0,3392
GARCH(1,1) 6729 | 0,0647 | 32964 | 1,0402 | 55E-04 | 501E-04 | 0,3821

Zrédto: obliczenia wiasne.

Tabela 2.

Ocena doktadnosci szacunkéw zmiennosci dla indeksu WIG 20 — zmiennos¢ zrealizowana obliczana
na podstawie estymatora R-S i 10-minutowych stop zwrotu

I\E/\/S;)r/ir::z?ir przgsdz?;g\ll(vaﬁ ME RMSE | HRMSE (: I:’\l(l)z,z)(l) (aLI:l\I-I(E),)((Jl) R?
o2 39,79 -0,5497 | 4,7246 | 2,0265 1,06E-03 1,19E-03 | 0,2480
s,2 (G-K) 40,79 0,0836 | 2,5591 | 0,6936 3,18E-04 3,41E-04 | 0,5255
532 (R-S) 43,97 0,0637 | 2,8469 | 0,7834 3,95E-04 4,20E-04 | 0,5004
s2 45,13 -0,0221 | 2,4830 | 0,7065 3,00E-04 3,20E-04 | 0,5659
GARCH-t(1,3) 80,30 -0,5867 | 2,7366 | 1,5616 3,91E-04 3,61E-04 | 0,2965
GARCH(1,1) 81,66 -0,5661 | 2,6555 | 1,5214 | 3,69E-04 3,39E-04 | 0,3248

Zrédto: obliczenia wiasne.

Whyniki pozostatych miernikow przedstawione w tabeli 1 wskazuja na wyrazna
przewage estymatorOw wariancji wykorzystujacych dane o cenach minimalnych
i maksymalnych nad estymatorem konstruowanym na podstawie modelu GARCH.
Rezultaty zaprezentowane w tabeli 2 sugeruja, ze przewaga badanych estymatoréw
nie jest juz tak istotna, a estymator R-S wypada nawet nieco gorzej od estymatora
wariancji konstruowanego na podstawie modelu GARCH. Wszystkie rozwazane
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miary (poza HRMSE, tabela 2) wskazuja, ze najbardziej doktadne szacunki zmienno-
sci konstruowane byty na podstawie zaproponowanego w pracy estymatora wariancji.
Oczywiscie przewaga tego podejscia nad estymatorami G-K i R-S nie zawsze jest
znaczaca i w wielu przypadkach jest prawdopodobnie nieistotna statystycznie.

4, ZAKONCZENIE

W opracowaniu przedstawiony zostat rozktad taczny stop zwrotu minimum, mak-
simum i wartosci koncowej ruchu Browna. Dzieki wykorzystaniu tego rozktadu:

a) Udowodniono nieobcigzonos¢ najbardziej popularnych estymatoréw zmienno-
sci: Parkinsona, G-K dla zerowej wartosci dryfu oraz R-S dla dowolnego dryfu;
innymi stowy potwierdzono zasadnicze wyniki prac jakie uzyskali autorzy tych
estymatorow;

b) Wyznaczono wartosci oczekiwane estymatoréw Parkinsona i G-K, w sytuacji gdy
wartos¢ dryfu jest rdzna od zera;

c) Skonstruowano formuty wariancji estymatorow Parkinsona, G-K i R-S w sytuacji
gdy wartos¢ dryfu jest rozna od zera.

Autorom nie sg znane publikacje, ktére zawieratyby wyniki, o ktérych mowa jest
w punktach b) i c).

Ponadto zaproponowano nowy estymator wariancji procesu dla znanej niezero-
wej wartosci dryfu. Nie udato sie skonstruowa¢ estymatora, dla ktérego wariancja
osiggataby wartos¢ minimalng niezaleznie od wartosci dryfu. Podjete badania umoz-
liwity natomiast sformutowanie estymatora, ktory dla obserwowanych na rynkach
finansowych rzeddéw wielkosci dryfu bedzie miat mniejsza wariancje od estymatora
R-S. Przyjete w pracy zatozenie, ze stopy zwrotu w ciaggu dnia sg realizacjami aryt-
metycznego ruchu Browna nie jest spetnione w przypadku wiekszosci szeregow
finansowych, dlatego w przysztosci beda konieczne dalsze badania dotyczace innych
zatozen modelowych.

Wyniki przedstawionego w pracy badania dla indeksu WIG20 wskazuja, ze sza-
cunki wariancji konstruowane na podstawie tego estymatora sa znaczaco dokladniejsze
od tych, jakie mozna uzyska¢ na podstawie wariancji warunkowej modelu GARCH.
Estymator ten moze by¢ w przysztosci wykorzystany do budowy modeli GARCH
i SV, ktore sa obecnie najczesciej stosowane do estymacji wariancji procesow obser-
wowanych na rynkach finansowych (patrz np. prace przegladowe dotyczace polskiego
rynku finansowego Pipien, Osiewalski, 2004; Doman, Doman, 2009; Fiszeder, 2009,
Pajor, 2010), dzi¢ki czemu bedzie mozliwe uzyskanie jeszcze doktadniejszych szacun-
kow zmiennosci, a co wazniejsze konstruowanie trafniejszych prognoz zmiennosci.

Uniwersytet Miko/aja Kopernika w Toruniu
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ESTYMACJA WARIANCIJI ARYTMETYCZNEGO RUCHU BROWNA NA PODSTAWIE
ZNANYCH WARTOSCI MINIMUM, MAKSIMUM, KONCOWEJ ORAZ DRYFU

Streszczenie

W opracowaniu poruszony jest problem wyznaczenia wariancji stopy zwrotu instrumentu finanso-
wego na podstawie rynkowych notowan dziennych cen otwarcia, minimalnej, maksymalnej i zamkniecia.
Wykorzystujac znajomos¢ tacznego rozktadu minimum, maksimum i wartosci koncowej arytmetycznego
ruchu Browna dokonano analizy poréwnawczej znanych estymatoréw wariancji. Wyznaczono formuty
wartosci oczekiwanych bardzo wielu funkcji zmiennych losowych, ktére postuzyty do konstrukcji tych
estymatordw. Ponadto, na ich podstawie zaproponowano nowy estymator wariancji. Dokonano analizy
zatozen, ktére przyjeto przy konstrukcji tego estymatora. Metodami analitycznymi poréwnano jego efek-
tywnos¢ z efektywnoscia podstawowych znanych estymatoréw zmiennosci dziennej.

Slowa Kluczowe: estymator zmiennosci, cena otwarcia, minimum, maksimum, zamkniecia, ruch
Browna

ESTIMATION OF ARITHMETIC BROWNIAN MOTION VARIANCE WHEN VALUES OF
MINIMUM, MAXIMUM, FINISH AND DRIFT ARE KNOWN

Abstract

This paper examines the problem of calculating the variance of returns of a financial instrument
which is based upon the historical opening, closing, high, and low prices. For this purpose the joint
distribution of minimum, maximum and final values of arithmetic Brownian motion was used. It gave
a possibility to make a comparative analysis of the variance estimators. The formulae of expected values
of many random variables, which were used for the construction of these estimators were calculated.
Moreover, on the basis of those formulae, the new estimator of variance was proposed. The assumptions
that were adopted for the construction of the estimator were examined. The efficiency of the proposed
estimator was compared with the efficiency of the well-known estimators of daily volatility.

Key words: volatility estimator, open price, low price, high price, close price, Brownian motion



