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ESTYMACJA WARIANCJI ARYTMETYCZNEGO RUCHU BROWNA 
NA PODSTAWIE ZNANYCH WARTO CI MINIMUM, MAKSIMUM, 

KO COWEJ ORAZ DRYFU1

1. WPROWADZENIE

Zmienno  jest jednym z wa niejszych poj  wspó czesnych  nansów. Jej zna-
czenie w teorii  nansów jest fundamentalne. Wynika zarówno z teorii  nansów, 
jak i zastosowa  praktycznych. Zmienno  ma zastosowanie zarówno w klasycznej 
teorii portfela, wycenie opcji czy analizach obejmuj cych problem pomiaru ryzyka. 
Wariancja logarytmicznej stopy zwrotu instrumentu  nansowego mo e by  miar  nie-
pewno ci co do wielko ci przysz ych zmian ceny tego instrumentu. Estymacja tego 
parametru dokonywana jest na podstawie historycznych notowa  rynkowych. W prak-
tyce wyst puje jednak zazwyczaj problem z dost pem do szczegó owych danych. 
W ogólnodost pnych publikowanych notowaniach cen instrumentów  nansowych 
podawane s  najcz ciej ceny: otwarcia, minimalna, maksymalna oraz zamkni cia, 
jakie zosta y zaobserwowane w danym dniu. Z jednej strony, tak niepe ny zbiór 
danych utrudnia precyzyjne oszacowanie wariancji. Z drugiej strony, bardzo cz sto 
w analizie danych  nansowych wykorzystuje si  szeregi czasowe tylko cen zamkni -
cia, co powoduje, e estymator wariancji konstruowany jest na podstawie jeszcze 
bardziej sk pego zbioru danych sk adaj cego si  z dziennych stóp zwrotu. Celowe 
wydaje si  zatem przedstawienie problemu wykorzystania dodatkowych informacji 
o minimalnej i maksymalnej dziennej cenie rynkowej w estymacji dziennej wariancji, 
którym to terminem okre lano w dalszej cz ci pracy wariancj  stopy zwrotu zaob-
serwowan  mi dzy zamkni ciami notowa  w kolejnych dniach.

Literatura naukowa dostarcza wielu metod estymacji dziennej wariancji. Cz sto 
ró ni  si  one przyj tymi za o eniami, a tak e wykorzystuj  ró nego typu dost pne 
notowania. Konstruowane w ten sposób estymatory ró ni  si  równie  znacz co efek-
tywno ci . W niniejszym opracowaniu zostan  bli ej omówione tylko te, które wyko-
rzystuj  znajomo  co najwy ej cen otwarcia, minimalnej, maksymalnej i zamkni cia. 
Przedmiotem zainteresowania nie s  estymatory konstruowane na podstawie ród-
dziennych stóp zwrotu (patrz np. Doman, 2011). 

1 Praca zosta a s  nansowana ze rodków Narodowego Centrum Nauki projekt numer 2012/05/B/
HS4/00675 nt. „Modelowanie i prognozowanie zmienno ci – wykorzystanie dodatkowych informacji 
o cenach minimalnych i maksymalnych”.
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Analiza publikacji zawieraj cych metody estymacji dziennej wariancji: Parkin-
son (1980), Garman, Klass (1980), Rogers, Satchell (1991), Kunitomo (1992), Yang, 
Zhang (2000) prowadzi do wniosku, e w ka dej z nich zastosowano inne podej cie 
modelowe. Zostanie zatem podj ta próba kompleksowego spojrzenia na ten problem 
i dokonany zostanie przegl d najbardziej popularnych estymatorów, skonstruowanych 
na podstawie tego samego aparatu matematycznego. Prezentacja istniej cego stanu 
wiedzy z jednej wspólnej perspektywy pozwoli oceni  wady i zalety istniej cych 
estymatorów, wyznaczy  analitycznie ich efektywno , oceni  zasadno  za o e , 
na podstawie których s  konstruowane, oceni  w asno ci estymatorów w sytuacji, 
gdy nie s  spe nione za o enia modelowe, a tak e sta  si  inspiracj  do poszukiwa  
innych sposobów estymacji wariancji.

Podstaw  prowadzonych w pracy analiz b dzie rozk ad czny trójwymiarowego 
wektora, którego wspó rz dnymi s  zmienne losowe minimum, maksimum i warto ci 
ko cowej arytmetycznego ruchu Browna. Znajomo  rozk adu tego wektora umo li-
wia obliczenie warto ci oczekiwanych praktycznie dowolnych funkcji wspó rz dnych 
tego wektora. Zostanie pokazane, e niektóre z tych warto ci oczekiwanych s  równe 
wariancji procesu, uzyskany zostanie zatem pewien zbiór estymatorów tego parame-
tru. To z kolei umo liwi zarówno sprawdzenie nieobci ono ci znanych estymatorów, 
jak równie  obliczenie ich efektywno ci oraz konstrukcj  nowego, nieobci onego 
estymatora. Ponadto, zostanie pokazane, e jest on efektywniejszy od wielu innych 
dotychczas zaproponowanych estymatorów, pomimo e nie wymaga spe nienia 
restrykcyjnych za o e .

Wspóln  cech  podstawowych, znanych estymatorów dziennej wariancji stopy 
zwrotu jest fakt, e albo zak adaj  one uproszczony model, gdy dryf ma warto  
zerow , albo ich konstrukcja nie wykorzystuje znajomo ci warto ci dryfu. Wydaje si  
natomiast, e wykorzystanie informacji o warto ci dodatkowego parametru powinno 
zwi kszy  efektywno  estymatora. W opracowaniu zostan  przedstawione wyniki 
dotycz ce wykorzystania takiego estymatora do estymacji wariancji procesu obserwo-
wanego na rynku kapita owym. Zostanie pokazane, e szacunki zmienno ci konstru-
owane na podstawie estymatorów wykorzystuj cych dodatkowo znajomo  dziennych 
cen minimalnych i maksymalnych s  bardziej trafne ni  te, które konstruuje si  na 
podstawie modelu GARCH. Estymator konstruowany na podstawie dodatkowych 
informacji o cenach minimalnych i maksymalnych mo e by  w przysz o ci wykorzy-
stany do budowy modeli GARCH, dzi ki czemu b dzie mo liwe uzyskanie jeszcze 
trafniejszych szacunków zmienno ci. 

Uk ad artyku u jest nast puj cy. W cz ci drugiej zostanie przedstawiony rozk ad 
czny zmiennych losowych minimum, maksimum i warto ci ko cowej arytmetycz-

nego ruchu Browna, a nast pnie zostanie wyznaczona jego g sto  i funkcja charak-
terystyczna oraz warto ci oczekiwane iloczynów pot g tych zmiennych losowych. 
Dodatkowo obliczone zostan  warto ci oczekiwane funkcji zmiennych losowych 
minimum, maksimum i warto ci ko cowej dla niezerowej warto ci dryfu. Cz  trze-
cia zawiera  b dzie omówienie znanych estymatorów dziennej wariancji. Wyznaczona 
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b dzie nie tylko ich efektywno , lecz tak e warto  obci enia, w sytuacji gdy nie s  
spe nione za o enia modelowe, na podstawie których by y one konstruowane. Infor-
macje przedstawione w cz ci drugiej zostan  wykorzystane do propozycji nowego 
estymatora dziennej wariancji. Estymator ten zostanie nast pnie zastosowany w bada-
niu dotycz cym szacowania zmienno ci stóp zwrotu indeksu WIG20 notowanego 
na GPW w Warszawie. Opracowanie ko czy podsumowanie. Artyku  powsta  na 
podstawie fragmentów pracy Perczaka (2013).

2. TRÓJWYMIAROWY WEKTOR LOSOWY MINIMUM, MAKSIMUM I WARTO CI 
KO COWEJ RUCHU BROWNA

2.1. ZA O ENIA ORAZ OZNACZENIA

W opracowaniu przyj to, e: t jest ustalon  liczb  rzeczywist  dodatni , jednostk  
czasu t jest jeden dzie  (czyli warto  t = 1 odpowiada jednej dobie), zmienna  
spe nia warunek 0    t,  = 0 oznacza moment rozpocz cia notowa  w bie cym 
okresie, który jest jednocze nie momentem otwarcia rynku w bie cym okresie, B  
jest standardowym procesem Wienera, S  jest cen  instrumentu  nansowego odno-
towan  w chwili . Stopa zwrotu, zde  niowana jako x  = ln(St  S0) jest realizacj  
arytmetycznego ruchu Browna: X  =  + B  w punkcie  = t. Ponadto przyj to: 

XC
tt 0

max: , XA
tt 0

min: . 
W praktyce najcz ciej zak ada si , e rozpatrywany okres t jest równy jednej 

dobie. Problem wyznaczenia minimum i maksimum dziennej logarytmicznej stopy 
zwrotu jest nieco bardziej z o ony. Jego ilustracj  przedstawia rysunek 1.

 

 

Rynek zamkni ty Rynek otwarty

Cena S(t)

Czas tS0

O1
L1

S1

1

H1

Wczorajsze
zamkni cie

Dzisiejsze
otwarcie

Dzisiejsze
zamkni cie

Rysunek 1. Przyk adowa realizacja ceny instrument  nansowego w ci gu dnia
ród o: opracowanie w asne na podstawie pracy Garmana, Klassa (1980, str. 7 0).
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Z notowa  w ci gu dnia zazwyczaj ogólnodost pnych jest tylko pi  wielko ci:
S0 – wczorajsza cena zamkni cia,
O1 – dzisiejsza cena otwarcia,
H1 – odnotowane w dniu dzisiejszym maksimum ceny,
L1 – odnotowane w dniu dzisiejszym minimum ceny,
S1 – dzisiejsza cena zamkni cia.
Wykorzystanie informacji dotycz cych cen, jakie zaobserwowano tylko w okre-

sie od momentu rozpocz cia do zako czenia notowa  rynkowych, nie pozawala na 
prawid owe wyznaczenie zmienno ci dobowej. W takim wypadku mo na co najwy ej 
oszacowa  zmienno  jaka mia a miejsce w czasie funkcjonowania rynku. Warto ci 
notowa  L1 i H1 zosta y ustalone dla okresu, w którym rynek by  otwarty, a nie dla 
ca ej doby, co ilustruje rysunek 1. W zwi zku z tym konieczne jest przede  niowa-
nie warto ci minimalnej i maksymalnej tak, aby obejmowa y one okres pomi dzy 
dwoma kolejnymi zamkni ciami notowa  (czyli pe nej doby). Ostatecznie zostan  
zatem przyj te nast puj ce de  nicje dziennych stóp zwrotu minimum i maksimum 
At: = min(ln L1, ln S0) – ln S0, Ct: = max(ln H1, ln S0) – ln S0. Zmienna Xt: = ln(St  S0) 
b dzie okre lana jako stopa zwrotu warto ci ko cowej. Ponadto, przyj to za o enie, 
e wariancja procesu jest sta a w ci gu dnia, a jednocze nie dopuszczalna jest jej 

zmienno  w kolejnych dniach. Z tego powodu ustalony zosta  warunek: 0 < t  1. 

2.2. ROZK AD CZNY ZMIENNYCH LOSOWYCH STÓP ZWROTU MAKSIMUM, MINIMUM 
I WARTO CI KO COWEJ RUCHU BROWNA

Znajomo  rozk adu cznego wektora trzech zmiennych losowych (At, Ct, Xt) 
umo liwia wyznaczenie warto ci oczekiwanych wybranych funkcji tych zmiennych. 
Poniewa  rozk ad ten ma skomplikowan  posta , zatem w pierwszej kolejno ci zapre-
zentowane zostan  rozk ady czne wektorów (Ct, Xt) oraz (At, Xt).

Istnieje wiele opracowa , w których omawiany jest problem rozk adu cznego 
wektorów (Ct, Xt), np. Cox, Miller (1965), Harrisson (19 85). Zagadni enie to jest rów-
nie  bardzo cz sto omawiane przy wycenie opcji barierowych (patrz np. Li, 1998; 
Jakubowski i inni, 2006).

Rozwa ane jest zdarzenie losowe {Ct  c, Xt  x} gdy x  c i 0  c. Dystrybuanta 
rozk adu cznego wektora zmiennych losowych (Ct, Xt) opisana jest formu  (patrz 
Harrisson, 1985, str. 13, wzór (8)):

   (1)

gdzie  oznacza dystrybuant  standaryzowanego rozk adu normalnego.
Na podstawie równania (1) wyprowadzono formu  na g sto  rozk adu cznego 

wektora zmiennych losowych (Ct, Xt):
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  (2)

Wyznaczono równie  funkcj  charakterystyczn  rozk adu cznego wektora zmien-
nych losowych (Ct, Xt):

 

 

  (3)

gdzie , . 

Z kolei rozwa my zdarzenie {At > a, Xt > x} gdy a  0 i a  x. Tak e w tym 
wypadku mo na wyznaczy  jego prawdopodobie stwo stosuj c analogi  do poprzed-
nio rozpatrywanego zdarzenia:

   (4)

G sto  rozk adu cznego wektora zmiennych losowych (At, Xt) dana jest formu :

 

 

  (5)

Funkcja charakterystyczna rozk adu cznego wektora zmiennych losowych (At, Xt) 
wygl da nast puj co:
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  (6)

Problem wyznaczenia rozk adu wektora (At, Ct, Xt) rozwa any by  np. w opraco-
waniach Coxa, Millera (1965), Li (1998). G sto  rozk adu Xt z górn  i doln  barier  
absorbuj c  równymi odpowiednio c i a opisuje nast puj cy wzór (patrz Cox, Miller, 
1965, str. 222, formu a (78)):

 

 

  (7)

gdzie a  0  c, a  x  c.

Korzystaj c ze wzoru (7) wyznaczono g sto  rozk adu cznego wektora zmiennych 
losowych (At, Ct, Xt):

 

 

  (8)

gdzie funkcja g opisana jest zale no ci :

 

 

  (9)

Funkcj  charakterystyczn  rozk adu cznego wektora zmiennych losowych 
(At, Ct, Xt) opisuje formu a:
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  (10)

Z uwagi na bardzo z o on  posta  tej funkcji jej szczegó owe przedstawienie zostanie 
w tym przypadku pomini te2.

Znajomo  postaci funkcji charakterystycznych umo liwia obliczenie warto ci 
oczekiwanych wybranych zmiennych losowych. Przyk adowo, dla ca kowitych war-
to ci u, v, w uzyskujemy:

   (11)

gdzie n = u + v + w.
W sytuacji, gdy u = 0 lub v = 0, wygodniej jest skorzysta  odpowiednio z formu :

   (12)

oraz

   (13)

 

2.3. MOMENTY ZWYK E ZMIENNYCH LOSOWYCH STÓP ZWROTU MINIMUM, 
MAKSIMUM I WARTO CI KO COWEJ RUCHU BROWNA

Przyj to nast puj ce oznaczenia i de  nicje:

 ,  (14)

   (15)

dla n  , n > 0, y > 0,   ,

   (16)

2 Formu a mo e zosta  udost pniona na yczenie Czytelnika.
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dla n  , n > 1 (n) jest tzw. funkcj  Zeta-Riemanna,

   (17)

 

 

 

 

 

 

 

  (18)

   (19)

   (20)

   (21)

 

 

  (22)

 

 

  (23)
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Korzystaj c z formu  (11), (12), (13) mo na obliczy  warto ci oczekiwane dowol-
nych pot g zmiennych At, Ct, Xt. Poni ej przedstawiono wyprowadzone wzory dla 
wybranych momentów do czwartego rz du w cznie.
Momenty pierwszego rz du dla   0 (   0) dane s  w postaci:

   (24)

   (25)

   (26)

Momenty drugiego rz du dla   0 (   0) opisuj  formu y:

   (27)

   (28)

   (29)

   (30)

   (31)

   (32)

Moment trzeciego rz du dla   0 (   0) opisuje zale no :

   (33)
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Momenty czwartego rz du dla   0 (   0) przedstawione s  równaniami:

   (34)

   (35)

   (36)

   (37)

   (38)

   (39)

   (40)

   (41)

   (42)

Dla  = 0 (  = 0) przedstawione w równaniach (24-42) momenty zmiennych loso-
wych mo na wyznaczy  analogicznie korzystaj c z tych samych formu  (11), (12), 
(13). Jednak w tym wypadku konieczne jest wyznaczenie granic funkcji po prawej 
stronie dla   0 (   0). W wi kszo ci wypadków, prostszym sposobem jest jednak 
wykorzystanie wzoru Vasicka (patrz Garman, Klass, 1980, str. 78). Gotowe wyniki 
mo na znale  w pracy Garmana, Klassa (1980, str. 74).

3. ESTYMATORY ZMIENNO CI

3.1. PRZEGL D ESTYMATORÓW WARIANCJI KONSTRUOWANYCH NA PODSTAWIE 
ZNAJOMO CI CEN MINIMALNYCH, MAKSYMALNYCH I ZAMKNI CIA

To samo ci (24-42) zosta y wyprowadzone przy wykorzystaniu znajomo ci 
rozk adu cznego zmiennych losowych At, Ct, Xt. Na ich podstawie mo na uzyska  
wiele informacji na temat znanych estymatorów wariancji ruchu Browna. Autorom 
publikacji nie jest znane adne opracowanie, w którym przedstawiona by aby kom-
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pleksowa analiza estymatorów wariancji przy wykorzystaniu tego samego aparatu 
matematycznego. W punkcie 3.1 wyznaczone zostan  m.in. obci enia wybranych, 
popularnych estymatorów wariancji dla niezerowego dryfu, a tak e sformu owane 
zostan  dok adne warto ci wariancji estymatorów. Te charakterystyki nie by y dot d 
nigdzie publikowane.

Najbardziej popularny, nieobci ony estymator wariancji procesu konstruowany 
jest na podstawie jedynie cen zamkni cia, ale wymaga równie  znajomo ci warto ci 
dryfu. Mo na go przedstawi  w postaci formu y:

 .  (43)

Jego wariancja jest równa:

 .  (44)

Wysoka warto  wariancji tego estymatora wynika oczywi cie z cz ciowego tylko 
wykorzystania zbioru danych At, Ct, Xt.

Podobn  cech  ma estymator Parkinsona (1980) dany wzorem:

   (45)

przy konstrukcji którego nie wykorzystuje si  znajomo ci Xt. Dla  = 0 jest on nie-
obci onym estymatorem wariancji 2t arytmetycznego ruchu Browna. W praktyce, 
estymator ten wykorzystywany jest cz sto w sytuacji, gdy warto  dryfu  jest nie-
znana, b d  te , gdy   0. Korzystaj c z równa  (28-30) wyprowadzono formu  na 
warto  oczekiwan  estymatora Parkinsona dla niezerowego dryfu:

 
 

 

 

 

 

  (46)

gdzie  oraz  (·) zosta y zde  niowane w równaniach (14) i (16). 
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Rysunek 2 daje pogl d na temat wielko ci obci enia tego estymatora w zale no-
ci od warto ci parametru .
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Iloraz warto ci oczekiwanej estymatora i wariancji ruchu Browna w zale no ci od parametru .

Rysunek 2. Obci enie estymatorów Parkinsona i Garmana-Klassa dla niezerowego dryfu
ród o: opracowanie w asne.

Korzystaj c z to samo ci podanych we wzorach (28–30), (36), (39) i (42) mo na 
wyznaczy  wariancj  estymatora Parkinsona:

 

. (47)

Na podstawie to samo ci zawartych w Garman, Klass (1980, str. 74), dla  = 0 otrzy-
mujemy:

   (48)

Wynik ten zgodny z rezultatem podanym przez Parkinsona (1980, str. 63), lecz 
odbiega od szacunku podanego przez Garmana, Klassa (1980, str. 71), wed ug których 
estymator   jest 5.2 razy efektywniejszy od .. W adnej z omawianych 
prac nie podano dok adnych formu , na podstawie których zosta y wyznaczone te 
warto ci.
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Garman, Klass (1980) rozwa ali równie  tylko przypadek, gdy  = 0. Skonstru-
owali oni estymator wariancji arytmetycznego ruchu Browna dany formu  (okre lany 
dalej jako estymator G-K):

   (49)

Na podstawie równa  (28-30) skonstruowano formu  na warto  oczekiwan  esty-
matora G-K dla   0 (   0):

 

 

 

 

 

 (50)

Na podstawie rysunku 2 mo na oceni  wielko  obci enia tego estymatora w zale -
no ci od warto ci parametru .

Wariancja estymatora G-K jest równa:

 

 

 

 

 (51)
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Przy wyprowadzeniu równania (51) korzystano z formu  (28-30), (34-36), (39), (41) 
i (42). Na podstawie to samo ci zawartych w Garman, Klass (1980, str. 74), dla  = 0 
otrzymujemy:

  (52)

Uzyskany w równaniu (52) rezultat jest zgodny z szacunkami podanymi przez Gar-
mana, Klassa (1980, str. 74), wed ug których estymator   jest 7,4 razy bardziej 
efektywny od  oraz z wynikami Rogersa, Satchella (1991, str. 505), wed ug 
których wariancja estymatora   jest równa 0,27  4t2. 

Rogers, Satchell (1991) prowadzili badania dla niezerowgo dryfu. Zaproponowali 
oni nast puj cy estymator wariancji procesu Xt (okre lany dalej jako R-S):

   (53)

który nie tylko jest nieobci ony dla wszystkich warto ci   0, ale znajomo  tego 
parametru nie jest konieczna do estymacji wariancji procesu. Wariancja tego estyma-
tora jest równa:

 

 

  (54)

Równanie (54) zosta o wyprowadzone z wykorzystaniem formu  (35-37), (39-42). Dla 
 = 0 uzyskujemy:

   (55)

Otrzymana warto    jest zgodna z wynikami Rogersa, Satchella (1991, 
str. 505). Tak e w tym wypadku nie podano formu , na podstawie których warto  ta 
zosta a wyznaczona.

W niniejszej pracy rozwa ane s  estymatory, które konstruowane s  na podstawie 
jedynie pojedynczego wektora zmiennych losowych (At, Ct, Xt). W badaniach  nan-
sowych wykorzystuje si  szereg innych estymatorów zmienno ci, które konstruowane 
s  na podstawie szerszego zbioru informacji. Jednym z nich jest estymator o bardzo 
wysokiej efektywno ci, zaproponowany przez Kunitomo (1992). Wykorzystuje on tzw. 
skorygowan  maksymaln  i minimaln  warto , lecz do ich wyznaczenia konieczna 
jest znajomo  wszystkich róddziennych stóp zwrotu. Z tego wzgl du estymator ten 
nie b dzie bli ej omawiany.

Jak zosta o to ju  zaznaczone, przedstawione dotychczas estymatory stosowane 
s  w praktyce do wyznaczania wariancji dla jednego dnia notowa . Przy okre leniu 
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ich w asno ci przyj to za o enie, e dzienne logarytmiczne stopy zwrotu s  realizacj  
ruchu Browna o ustalonych na dany dzie  warto ciach dryfu  oraz wariancji 2. 
Czasami jednak estymatory te wykorzystywane s  do obliczenia wariancji dla okresu, 
którego d ugo  przekracza jeden dzie . Wówczas zak ada si , e wariancja stóp 
zwrotu jest sta a w danym okresie, ponadto przyjmuje si , e jej szacunek w skali 
jednego dnia jest równy redniej arytmetycznej dziennych wariancji wyznaczonych 
dla kolejnych dni nale cych do przyj tego okresu. W takim wypadku mamy zatem 
do czynienia z bardzo istotnym wzmocnieniem za o e  przyj tego modelu. Nale y 
jednak zauwa y , e dla wi kszo ci szeregów  nansowych tak wzmocnione za o-
enie jest nieprawdziwe w wietle wyników bada  empirycznych (patrz np. prace 

przegl dowe dotycz ce zmienno ci warunkowej wariancji – Bollerslev, Chou, Kroner, 
1992, Bollerslev, Engle, Nelson, 1994). Z tego powodu, taki sposób wykorzystania 
przedstawionych estymatorów nie by  przedmiotem zainteresowania niniejszego 
opracowania.

Przy za o eniu sta o ci wariancji dla okresu d u szego ni  jeden dzie  skonstru-
owany zosta  równie  estymator zaproponowany przez Yanga, Zhanga (2000). Wyko-
rzystuje on znajomo  warto ci ci gu wektorów o d ugo ci wi kszej od 1, których 
wspó rz dnymi s  ceny dziennego otwarcia, maksimum, minimum i zamkni cia. 
Zatem, dodatkowo uwzgl dniane s  tzw. zwroty nocne, czyli stopy zwrotu pomi dzy 
cen  zamkni cia poprzedniego dnia i cen  otwarcia dnia nast pnego (patrz rysunek 
1). Ze wzgl du na wysok  efektywno  i powszechn  dost pno  danych, na pod-
stawie których jest konstruowany, jest on jednym z najpowszechniej stosowanych 
estymatorów zmienno ci wykorzystuj cych cen  otwarcia, minimaln , maksymaln  
i zamkni cia. Nie jest natomiast mo liwe wykorzystanie tego estymatora do szaco-
wania wariancji tylko dla jednego dnia. Z tego wzgl du, a tak e z powodu przyj tych 
bardzo silnych za o e , estymator ten nie b dzie równie  bli ej omawiany.

3.2. PROPOZYCJA NOWEGO ESTYMATORA ZMIENNO CI

Wed ug wiedzy autorów, w przypadku gdy nie jest znana warto  dryfu , estyma-
tor R-S jest najbardziej efektywnym ze znanych estymatorów wariancji ruchu Browna 
dla niezerowej warto ci dryfu konstruowanym na podstawie realizacji wektora zmien-
nych (At, Ct, Xt) (w przypadku  = 0 najbardziej efektywnym znanym estymatorem 
jest estymator G-K). Mo na postawi  pytanie, czy w sytuacji, gdy znana jest warto  
parametru , istnieje mo liwo  wykorzystania tej dodatkowej informacji tak, aby 
poprawi  efektywno  estymatora R-S.

Poni ej zostanie zaproponowany estymator wariancji ruchu Browna przy znanej 
warto ci parametru , konstruowany na podstawie realizacji (At, Ct, Xt). Rozwa my 
nast puj ce estymatory wariancji:

   (56)
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   (57)

   (58)

Wykorzystuj c formu y (31), (32), (27), (28), (29), mo na atwo pokaza , e 
, ,   s  nieobci onymi estymatorami wariancji  2t arytmetycz-

nego ruchu Browna. W zwi zku z tym estymator:

   (59)

jest równie  nieobci onym estymatorem wariancji  2t dla wszystkich a, b  . 
atwo zauwa y , e dla a = –1 i b = 2 otrzymujemy estymator R-S. Wariancja esty-

matora  dana jest formu :

 

 

  (60)

gdzie:

   (61)

natomiast funkcje H1 i H2 zde  niowano odpowiednio w równaniach (21) i (22).
Funkcje H2( ) i H12( ) przyjmuj  warto ci dodatnie dla   . Z uwagi na ograni-
czon  obj to  artyku u dowód tego faktu zostanie pomini ty3. W zwi zku z tym 
funkcja   osi ga minimum dla:

   (62)

   (63)

Je eli  = 0, wówczas warto  parametru b, dla której wariancja estymatora osi ga 
minimum wynosi:

3 Wyniki mog  zosta  udost pnione na yczenie Czytelnika.
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   (64)

Funkcja bmin jest parzysta. Rosn ce warto ci bezwzgl dne argumentu  powoduj  
monotoniczny wzrost bmin; dla   ±  funkcja ta asymptotycznie d y do 2 (patrz 
rysunek 3).
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Rysunek 3. Warto ci parametru b w zale no ci od warto ci , 
dla których wariancja zaproponowanego estymatora osi ga minimum

ród o: opracowanie w asne.

Dla  = 0 wariancja estymatora jest równa:

  (65)

Jest ona zatem mniejsza od wariancji estymatora R-S   i tylko nieznacznie wi ksza 
od estymatora G-K .

Sytuacja, w której posta  estymatora o minimalnej wariancji zale y od warto ci 
estymowanego parametru powoduje, e niemo liwe jest skonstruowanie najefek-
tywniejszego estymatora. Innymi s owy, aby ustali  posta  estymatora o minimalnej 
wariancji, trzeba zna  z góry warto  estymowanego parametru. Fakt ten nie ozna-
cza jednak, e nie ma mo liwo ci poprawienia efektywno ci znanych estymatorów. 
W praktyce, w badaniach  nansowych, w ogromnej wi kszo ci przypadków wyst -
puje zale no : , czyli warto   jest bliska 0. Do praktycznych zastoso-
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wa  mo na przyj  warto ci b = 1,72 i a = –0,86. Proponowany estymator ma zatem 
nast puj c  posta :

  (66)

Rysunek 4 przedstawia wykres zale no ci warto ci wariancji estymatorów , 
,  i  od parametru .
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Rysunek 4. Efektywno  estymatorów wariancji w zale no ci od warto ci parametru 
ród o: opracowanie w asne.

Jak zosta o to wcze niej zaznaczone, stosowanie estymatora  
wymaga znajomo ci parametru dryfu . W analizach szeregów  nansowych, jego 
dok adna warto  niemal nigdy nie jest znana i konieczna jest jego estymacja. 
Powstaje zatem problem okre lenia wp ywu estymacji dryfu na w asno ci estymatora 

.
Niech   b dzie estymatorem dryfu, okre lonym na podstawie du ej próby o liczeb-

no ci n. Poniewa  estymacja zmienno ci przeprowadzana jest na podstawie infor-
macji z pojedynczego dnia tej próby, zatem estymator wariancji  
jest zale ny od estymatora dryfu  . Zale no  ta maleje jednak wraz ze wzrostem 
liczebno ci próby, na podstawie której konstruowany jest estymator dryfu. W dalszej 
cz ci wywodu zostanie przyj te, e zale no  ta jest na tyle s aba, e mo na j  
pomin . W tej sytuacji zachodzi zale no  E[  2] =  2. Mo na atwo pokaza , e 
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obci enie estymatora  b dzie wówczas równe 0,14( 2t2 –  2t2). 
Z tego wynika, e maksymalna bezwzgl dna warto  obci enia estymatora 

 spowodowana estymacj  dryfu, wynosi 0,14 max( 2t2,   2t2). Ozna-
cza to, e w sytuacji gdy np.  2 = 0, wielko  obci enia tego estymatora wyniesie 
0,14 2 2t i tylko nieznacznie przekroczy obci enie estymatora G-K  (patrz 
równanie (50) i rysunek 2). Ponadto konieczno  estymacji dryfu nie spowoduje 
wzrostu wariancji estymatora . Ocen  obci enia i jego wp ywu 
na wariancj  estymatora , w przypadku gdy przyj te za o enie 
nie b dzie spe nione, mo na przeprowadzi  dla okre lonych estymatorów dryfu na 
podstawie metody Monte Carlo. 

3.3. ESTYMACJA ZMIENNO CI STÓP ZWROTU INDEKSU WIG20

W celu ilustracji przydatno ci rozwa anych estymatorów zastosowano je dla 
indeksu rynku akcji WIG20 do szacowania wariancji logarytmicznych stóp zwrotu 
pomno onych przez 100. Indeks ten zosta  wybrany celowo, z uwagi na fakt, e obej-
muje najwi ksze i najbardziej p ynne spó ki notowane na GPW w Warszawie. Jest to 
istotne, poniewa  w badaniu korzystano z danych róddziennych, których jako  zale y 
w du ym stopniu od p ynno ci rynku (Doman, 2011). Zastosowano nast puj ce esty-
matory: konstruowany na podstawie cen zamkni cia , G-K , R-S  
oraz zaproponowany  (opisane odpowiednio równaniami (45), (49), 
(53), (66). Analiz  przeprowadzono dla 10-letniego okresu od 30 wrze nia 2002 r. do 
28 wrze nia 2012 r., czyli okresu obejmuj cego zarówno okresy hossy, jak i bessy 
a tak e, co jest istotne, kryzysu  nansowego. Skonstruowano 2513 wektorów dziennych 
stóp zwrotu: (a1, c1, x1), (a2, c2, x2), …, (a2513, c2513, x2513). Nast pnie przeprowadzono 
estymacj  dryfu wg nast puj cej formu y4: 0,00032613502. 
Kolejnym krokiem by o oszacowanie wariancji dla ka dego dnia w próbie, czyli dla 
1  i  2513: 

   (67)

 
  (68)

4 Za o ono sta o  dryfu w czasie. Przyj to najprostsz  posta  estymatora dryfu. Gdyby zastosowa  
efektywniejszy estymator dryfu, to nale a oby si  spodziewa , e uzyskane wyniki szacowania zmien-
no ci na podstawie zaproponowanego estymatora nie b d  mniej dok adne od tych jakie przedstawiono 
w pracy. 
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   (69)

 .  (70)

Dla porównania skonstruowano równie  szacunki wariancji na podstawie modelu 
GARCH5. Na podstawie kryterium informacyjnego Schwartza wybrano model 
GARCH(1,3) z warunkowym rozk adem t-Studenta (oznaczony jako GARCH-t(1,3)). 
Dodatkowo zastosowano równie  najcz ciej stosowan  w badaniach empirycznych 
posta  modelu GARCH(1,1) z warunkowym rozk adem normalnym. Do estymacji 
parametrów wspomnianych modeli wykorzystano odpowiednio metod  najwi kszej 
wiarygodno ci oraz metod  quasi-najwi kszej wiarygodno ci.

Do oceny dok adno ci szacunków zmienno ci jako realizacje wariancji przyj to 
sumy kwadratów róddziennych stóp zwrotu. Istotnym problemem przy zastoso-
waniu takich danych jest wybór odpowiedniej cz stotliwo ci obserwacji (patrz np. 
Andersen, Bollerslev, Diebold, Labys, 2000 oraz Oomen, 2001). Z tego wzgl du 
zmienno  zrealizowan  szacowano w ró nych wariantach poprzez wyznaczenie sum 
kwadratów 5-, 10-, 15-, 20-, 30- i 60-minutowych stóp zwrotu. Oceny dok adno ci 
szacunków zmienno ci konstruowanych na podstawie rozwa anych metod dokonano 
za pomoc  nast puj cych miar6: odsetek przeszacowa , b d redni ME, pierwiastek 
b du redniokwadratowego RMSE, pierwiastek b du redniokwadratowego skorygo-
wany o heteroskedastyczno  HRMSE, funkcja straty LINEX (a = -0,01 i 0,01) oraz 
wspó czynnik determinacji R2 dla równania regresji realizacji wariancji wzgl dem 
szacunków wariancji.

Tabela 1 przedstawia wyniki przeprowadzonej analizy w przypadku, gdy zmien-
no  zrealizowan  obliczano na podstawie 10-minutowych stóp zwrotu. Bardzo zbli-
one relacje pomi dzy rozwa anymi metodami szacowania zmienno ci wyst powa y 

równie  wtedy, gdy zmienno  zrealizowana by a wyznaczana dla 5-, 15-, 20-, 30- 
i 60-minutowych stóp zwrotu.

Otrzymane wyniki dla odsetka przeszacowa  oraz b du redniego wskazuj , e 
szacunki zmienno ci konstruowane na podstawie estymatorów wykorzystuj cych 
dane o cenach minimalnych i maksymalnych s  znacz co niedoszacowane. Wynika 
to jednak nie ze s abej jako ci tych estymatorów, a z przyj tej miary zmienno ci 
zrealizowanej, w tym przypadku sumy kwadratów stóp zwrotu z danych róddzien-
nych. Podobnie jak dla danych dziennych kwadrat róddziemnej stopy zwrotu jest 
nieefektywnych estymatorem wariancji róddziennej stopy zwrotu. Z tego wzgl du 
w tabeli 2 przedstawiono wyniki oceny dok adno ci szacunków zmienno ci jed-
nak e tym razem zmienno  zrealizowan  szacowano na podstawie 10-minutowych 

5 Nie zaobserwowano istotnej statystycznie autokorelacji, dlatego przyj to nast puj c  specy  kacj  
równania dla redniej: xi = 0 + i. 

6 Ich opis mo na znale  na przyk ad w pracy Fiszedera (2009). 
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stóp zwrotu i  estymatora R-S. Przy takim podej ciu stopie  niedoszacowania sza-
cunków zmienno ci, konstruowanych na podstawie tych estymatorów znacz co si  
zmniejsza.

Tabela 1.
Ocena dok adno ci szacunków zmienno ci dla indeksu WIG 20 – zmienno  zrealizowana obliczana 

na podstawie kwadratów 10-minutowych stóp zwrotu 

Estymator 
wariancji

Odsetek 
przeszacowa ME RMSE HRMSE LINEX

 (a = 0,01)
LINEX

(a = -0,01) R2

s0
2 34,06 0,0811 4,8953 1,2882 1,19E-03 1,23E-03 0,2472

s2
2 (G-K) 22,24 0,7144 2,5562 0,4704 3,36E-04 3,21E-04 0,6532

s3
2 (R-S) 28,21 0,6946 2,7346 0,5502 3,85E-04 3,66E-04 0,6230

s2 26,46 0,6087 2,4212 0,4593 3,02E-04 2,86E-04 0,6848

GARCH-t(1,3) 66,77 0,0441 3,3739 1,0747 6,22E-04 5,26E-04 0,3392

GARCH(1,1) 67,29 0,0647 3,2964 1,0402 5,95E-04 5,01E-04 0,3821

ród o: obliczenia w asne.

Tabela 2. 
Ocena dok adno ci szacunków zmienno ci dla indeksu WIG 20 – zmienno  zrealizowana obliczana 

na podstawie estymatora R-S i 10-minutowych stóp zwrotu 

Estymator 
wariancji

Odsetek 
przeszacowa ME RMSE HRMSE LINEX

 (a = 0,01)
LINEX

 (a = -0,01) R2

s0
2 39,79 -0,5497 4,7246 2,0265 1,06E-03 1,19E-03 0,2480

s2
2 (G-K) 40,79 0,0836 2,5591 0,6936 3,18E-04 3,41E-04 0,5255

s3
2 (R-S) 43,97 0,0637 2,8469 0,7834 3,95E-04 4,20E-04 0,5004

s2 45,13 -0,0221 2,4830 0,7065 3,00E-04 3,20E-04 0,5659

GARCH-t(1,3) 80,30 -0,5867 2,7366 1,5616 3,91E-04 3,61E-04 0,2965

GARCH(1,1) 81,66 -0,5661 2,6555 1,5214 3,69E-04 3,39E-04 0,3248

ród o: obliczenia w asne.

Wyniki pozosta ych mierników przedstawione w tabeli 1 wskazuj  na wyra n  
przewag  estymatorów wariancji wykorzystuj cych dane o cenach minimalnych 
i maksymalnych nad estymatorem konstruowanym na podstawie modelu GARCH. 
Rezultaty zaprezentowane w tabeli 2 sugeruj , e przewaga badanych estymatorów 
nie jest ju  tak istotna, a estymator R-S wypada nawet nieco gorzej od estymatora 
wariancji konstruowanego na podstawie modelu GARCH. Wszystkie rozwa ane 
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miary (poza HRMSE, tabela 2) wskazuj , e najbardziej dok adne szacunki zmienno-
ci konstruowane by y na podstawie zaproponowanego w pracy estymatora wariancji. 

Oczywi cie przewaga tego podej cia nad estymatorami G-K i R-S nie zawsze jest 
znacz ca i w wielu przypadkach jest prawdopodobnie nieistotna statystycznie. 

4. ZAKO CZENIE

W opracowaniu przedstawiony zosta  rozk ad czny stóp zwrotu minimum, mak-
simum i warto ci ko cowej ruchu Browna. Dzi ki wykorzystaniu tego rozk adu:
a) Udowodniono nieobci ono  najbardziej popularnych estymatorów zmienno-

ci: Parkinsona, G-K dla zerowej warto ci dryfu oraz R-S dla dowolnego dryfu; 
innymi s owy potwierdzono zasadnicze wyniki prac jakie uzyskali autorzy tych 
estymatorów;

b) Wyznaczono warto ci oczekiwane estymatorów Parkinsona i G-K, w sytuacji gdy 
warto  dryfu jest ró na od zera;

c) Skonstruowano formu y wariancji estymatorów Parkinsona, G-K i R-S w sytuacji 
gdy warto  dryfu jest ró na od zera.
Autorom nie s  znane publikacje, które zawiera yby wyniki, o których mowa jest 

w punktach b) i c).
Ponadto zaproponowano nowy estymator wariancji procesu dla znanej niezero-

wej warto ci dryfu. Nie uda o si  skonstruowa  estymatora, dla którego wariancja 
osi ga aby warto  minimaln  niezale nie od warto ci dryfu. Podj te badania umo -
liwi y natomiast sformu owanie estymatora, który dla obserwowanych na rynkach 
 nansowych rz dów wielko ci dryfu b dzie mia  mniejsz  wariancj  od estymatora 

R-S. Przyj te w pracy za o enie, e stopy zwrotu w ci gu dnia s  realizacjami aryt-
metycznego ruchu Browna nie jest spe nione w przypadku wi kszo ci szeregów 
 nansowych, dlatego w przysz o ci b d  konieczne dalsze badania dotycz ce innych 

za o e  modelowych. 
Wyniki przedstawionego w pracy badania dla indeksu WIG20 wskazuj , e sza-

cunki wariancji konstruowane na podstawie tego estymatora s  znacz co dok adniejsze 
od tych, jakie mo na uzyska  na podstawie wariancji warunkowej modelu GARCH. 
Estymator ten mo e by  w przysz o ci wykorzystany do budowy modeli GARCH 
i SV, które s  obecnie najcz ciej stosowane do estymacji wariancji procesów obser-
wowanych na rynkach  nansowych (patrz np. prace przegl dowe dotycz ce polskiego 
rynku  nansowego Pipie , Osiewalski, 2004; Doman, Doman, 2009; Fiszeder, 2009, 
Pajor, 2010), dzi ki czemu b dzie mo liwe uzyskanie jeszcze dok adniejszych szacun-
ków zmienno ci, a co wa niejsze konstruowanie trafniejszych prognoz zmienno ci. 

Uniwersytet Miko aja Kopernika w Toruniu
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ESTYMACJA WARIANCJI ARYTMETYCZNEGO RUCHU BROWNA NA PODSTAWIE 
ZNANYCH WARTO CI MINIMUM, MAKSIMUM, KO COWEJ ORAZ DRYFU

S t r e s z c z e n i e

W opracowaniu poruszony jest problem wyznaczenia wariancji stopy zwrotu instrumentu  nanso-
wego na podstawie rynkowych notowa  dziennych cen otwarcia, minimalnej, maksymalnej i zamkni cia. 
Wykorzystuj c znajomo  cznego rozk adu minimum, maksimum i warto ci ko cowej arytmetycznego 
ruchu Browna dokonano analizy porównawczej znanych estymatorów wariancji. Wyznaczono formu y 
warto ci oczekiwanych bardzo wielu funkcji zmiennych losowych, które pos u y y do konstrukcji tych 
estymatorów. Ponadto, na ich podstawie zaproponowano nowy estymator wariancji. Dokonano analizy 
za o e , które przyj to przy konstrukcji tego estymatora. Metodami analitycznymi porównano jego efek-
tywno  z efektywno ci  podstawowych znanych estymatorów zmienno ci dziennej.

S owa kluczowe: estymator zmienno ci, cena otwarcia, minimum, maksimum, zamkni cia, ruch 
Browna

ESTIMATION OF ARITHMETIC BROWNIAN MOTION VARIANCE WHEN VALUES OF 
MINIMUM, MAXIMUM, FINISH AND DRIFT ARE KNOWN

A b s t r a c t

This paper examines the problem of calculating the variance of returns of a  nancial instrument 
which is based upon the historical opening, closing, high, and low prices. For this purpose the joint 
distribution of minimum, maximum and  nal values of arithmetic Brownian motion was used. It gave 
a possibility to make a comparative analysis of the variance estimators. The formulae of expected values 
of many random variables, which were used for the construction of these estimators were calculated. 
Moreover, on the basis of those formulae, the new estimator of variance was proposed. The assumptions 
that were adopted for the construction of the estimator were examined. The ef  ciency of the proposed 
estimator was compared with the ef  ciency of the well-known estimators of daily volatility.

Key words: volatility estimator, open price, low price, high price, close price, Brownian motion


