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1. WST P

Efektywne zarz dzanie portfelami d u nych papierów warto ciowych, pozwala-
j ce na osi ganie za o onej przez inwestora rentowno ci przy akceptowalnym pozio-
mie ryzyka, wymaga znajomo ci struktury terminowej stóp procentowych opisuj cej 
zale no  stóp procentowych od terminu do wykupu. Umo liwia ona prawid ow  
wycen  instrumentów d u nych, a co za tym idzie, wskazanie instrumentów przesza-
cowanych i niedoszacowanych. 

Narodowy Bank Polski na potrzeby prowadzonej polityki pieni nej przeprowadza 
estymacj  struktury terminowej stóp procentowych odzwierciedlaj cej oczekiwania 
in  acyjne. W odró nieniu od niektórych banków centralnych, nie publikuje on jednak 
swoich oszacowa , mimo tego e ich znajomo ci  mo e by  zainteresowanych wiele 
innych podmiotów rynku  nansowego (banki komercyjne, fundusze inwestycyjne, 
towarzystwa ubezpieczeniowe itd.). W rezultacie podmioty te zmuszone s  do prowa-
dzenia w asnych estymacji struktury terminowej stóp procentowych. 

Zagadnienia struktury terminowej oraz jej estymacji s  szeroko opisywane w lite-
raturze zagranicznej, jednak e polskie opracowania s  tutaj stosunkowo nieliczne. 

Celem niniejszego artyku u jest oszacowanie struktury terminowej stóp procen-
towych w Polsce oraz zidenty  kowanie jej determinantów, co jest niezb dne w sku-
tecznym zarz dzaniu ryzykiem stóp procentowych. 

2. STRUKTURA TERMINOWA STÓP PROCENTOWYCH

Zró nicowane czasy trwania in  westycji implikuj  ró ne poziomy stóp procen-
towych zobrazowane okre lon  struktur  terminow  stóp procentowych (ang. term 
structure of interest rates). W zale no ci od rodzaju stopy, dla której okre lana jest 
struktura terminowa, wyró nia si  ró ne jej rodzaje. Podstawowym rodzajem struktury 
stóp procentowych jest, wyznaczana na podstawie stóp zerokuponowych, struktura 
terminowa stóp spot. Innym rodzajem struktury stóp procentowych jest, otrzymywana 
na podstawie stóp forward1, struktura stóp forward. Z tej racji, e stopy forward 

1 Szerzej o rodzajach struktury terminowej pisze m.in. Jajuga (2005).
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otrzymywane s  na podstawie stóp spot, staje si  mo liwe okre lenie struktury stóp 
forward na podstawie struktury stóp spot. 

2.1. KSZTA TY KRZYWEJ DOCHODOWO CI

Gra  czn  reprezentacj  struktury terminowej jest krzywa dochodowo ci. W zale -
no ci od danej sytuacji gospodarczej mo e ona przyjmowa  ró ne kszta ty. Najcz -
ciej spotykanymi kszta tami s : normalny, odwrócony, zgarbiony i p aski. Niekiedy 

wyró nia si  równie  kszta t stromy (por. Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005; wi to , 
2002; Jajuga, Jajuga, 2007; Fabozzi, Modigliani, Ferri, 1998). Typowe kszta ty krzy-
wej dochodowo ci przedstawia rysunek 1.
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Rysunek 1. Podstawowe kszta ty krzywej dochodowo ci
ród o: opracowanie w asne.

Najcz ciej spotykanym kszta tem krzywej dochodowo ci jest kszta t normalny 
(ang. normal yield curve). Charakteryzuje si  on rosn cymi stopami procentowymi 
wraz z wyd u eniem terminu wykupu. Kszta t taki jest wska nikiem, e gospodarka 
rozwija si  prawid owo (por. Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005).

Odwrócony kszta t krzywej dochodowo ci (ang. inverted yield curve) wyst puje 
najcz ciej w fazie rozkwitu, a wi c wtedy, gdy stopy procentowe utrzymuj  si  na 
znacznym poziomie. Po fazie tej mo e nast pi  recesja, a zatem stopy procentowe 
o d u szym okresie do wykupu s  ni sze od stóp krótkookresowych (Nawalkha, Soto, 
Beliaeva, 2005).

Zgarbiony kszta t krzywej dochodowo ci (ang. humped yield curve) wyst puje, 
gdy spodziewana jest krótkotrwa a poprawa sytuacji gospodarczej, a po niej kolejna 
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recesja. W sytuacji odwrotnej krzywa dochodowo ci przyjmuje odwrócony kszta t 
ukowaty (ang. inverted humped yield curve) (por. Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005; 

Dziwok, 2008).
W przypadku, gdy stopa procentowa nie zale y od terminu do wykupu (jest sta a) 

krzywa dochodowo ci jest p aska (ang.  at yield curve). Jest to najprostsza w analizie 
struktura terminowa. wi to  (2002) zwraca jednak uwag  na fakt, e idealny kszta t 
p aski jest kszta tem czysto teoretycznym, gdy  nie zaobserwowano jego wyst powa-
nia w praktyce.

Kszta t stromy krzywej dochodowo ci (ang. steep yield curve), traktowany czasem 
jako odmiana kszta tu normalnego, wyst puje najcz ciej w gospodarkach b d cych 
w fazie wychodzenia z kryzysu, kiedy to spodziewana jest poprawa sytuacji gospo-
darczej, a co za tym idzie, stopy procentowe o d u szym terminie do wykupu staj  
si  dostrzegalnie wy sze od stóp krótkookresowych.

2.2. MODELOWANIE KRZYWEJ DOCHODOWO CI

Jak wcze niej zasygnalizowano, na podstawie stóp spot mo na wyznaczy  inne 
rodzaje stóp procentowych. St d te  zaleca si , aby okre la  struktur  terminow  w a-
nie na podstawie stóp spot (Fabozzi, 2000). Stopy te mo na wyznaczy  na podstawie 

cen i parametrów obligacji zerokuponowych, jednak z powodu zazwyczaj niewielkiej 
liczby tych obligacji na rynku nie jest mo liwe zbudowanie na ich podstawie ci g ej 
struktury terminowej stóp procentowych. Sprawia to, i  zachodzi konieczno  jej 
estymacji na podstawie powszechnie wyst puj cych odsetkowych d u nych papierów 
warto ciowych. 

Modele struktury terminowej mo na podzieli  na dwie klasy, a mianowicie: 
modele aproksymacji krzywej dochodowo ci oraz modele dynamiki stóp procento-
wych. Modele aproksymacji krzywej dochodowo ci maj  na celu wyja nianie obecnej 
struktury terminowej stóp procentowych. Do najpopularniejszych modeli tej klasy 
nale  modele regresyjne, krzywych sklejanych (por. McCulloch, 1971; McCulloch, 
1975) oraz modele oszcz dne takie jak model Nelsona-Siegla (1987) czy te  model 
Svenssona (1994). Natomiast modele dynamiki stóp procentowych maj  na celu wyja-
nienie zmian struktury terminowej stóp procentowych. Do tej klasy modeli zalicza 

si  mi dzy innymi modele klasy ARIMA-GARCH, modele drzew dwumianowych 
oraz modele stochastycznych równa  ró niczkowych2.

2.3. METODA KRZYWYCH SKLEJANYCH TRZECIEGO STOPNIA

W ramach przeprowadzonego badania dokonano estymacji struktury terminowej 
korzystaj c z metody krzywych sklejanych trzeciego stopnia. Wybór tej metody 

2 Szerzej o modelach tej klasy pisze Jajuga (2005).



Agnieszka Kiedrowska24

podyktowany by  ch ci  uzyskania mo liwie dobrego dopasowania krzywej do danych 
empirycznych, które umo liwi oby przeprowadzenie analizy g ównych sk adowych 
struktury terminowej. 

Przed omówieniem metody krzywych sklejanych niezb dne jest zaprezentowanie 
sposobu wyceny obligacji. Warto  obligacji okre lana jest jako suma zdyskontowa-
nych przep ywów pieni nych przys uguj cych posiadaczowi obligacji do terminu 
jej wykupu. Przep ywy pieni ne zwi zane s  z otrzymywaniem kuponów, a ostatni 
z przep ywów zawiera ponadto warto  nominaln  obligacji. Zale no  t , przy 
za o eniu kapitalizacji ci g ej, przedstawia poni szy wzór (por. Jajuga, Jajuga, 2007; 
Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005):

 , (1)

gdzie:
P – warto  obligacji,
CFt – przep yw pieni ny w chwili t,
n – liczba przep ywów pieni nych otrzymywanych przez posiadacza obligacji,
y(t) – ci g a stopa procentowa.

Poniewa  obligacje notowane s  na rynku, to znana jest ich warto  rynkowa. Ponadto, 
dla obligacji o sta ym oprocentowaniu znane s  przep ywy pieni ne przys uguj ce 
jej posiadaczowi. Na podstawie tych danych wyznaczane s  stopy procentowe y(t).

Wyra enie e –y(t)t ze wzoru (1) okre lane jest mianem funkcji dyskontowej d(t):

 d(t) = e –y(t)t. (2)

Aby zaprezentowa  ide  metody krzywych sklejanych rozwa my zbiór K obligacji 
o terminach do wykupu wynosz cych odpowiednio t1, t2, …, tK lat. Na rynku wyst puje 
zdecydowanie wi cej obligacji o krótkich terminach zapadalno ci ni  o d ugich. W tej 
sytuacji, aby uzyska  jak najlepsze dopasowanie krzywej dochodowo ci do danych 
rynkowych, warto jest podzieli  przedzia  czasowy, dla którego szacuje si  struktur  
terminow , w taki sposób, aby liczba obligacji w ka dym z podprzedzia ów by a do 
siebie zbli ona. Powstaj ce miejsca podzia u nazywane s  punktami w z owymi.

W celu uzyskania jak najlepszego dopasowania krzywej dochodowo ci do rze-
czywistych danych, funkcja dyskontowa opisywana jest jako kombinacja liniowa 
s ci g ych i ró niczkowalnych funkcji gi (t) (por. Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005). 
Aby j  otrzyma  przedzia  czasowy dzieli si  na s – 2 przedzia y rozdzielone s – 1 
punktami w z owymi T1, T2, …, Ts – 1, gdzie T1 = 0 i Ts – 1 =  tk. Funkcja dyskontowa 
dana jest zatem wzorem:

  (3)
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Poniewa  czynnik dyskontowy dla chwili 0 wynosi 1, funkcje gi (t) musz  spe -
nia  warunek:

 gi (0) = 0    (i = 1, 2, …, s). (4)

Zarówno posta  funkcji gi (t), jak i warto  s maj  kluczowe znaczenie dla jako ci 
oszacowania funkcji dyskontowej. 

W modelu krzywych sklejanych trzeciego stopnia McCulloch (1975) przyj  
nast puj c  posta  rodziny funkcji g1 (t), g2 (t), …, gs (t):

Je eli i < s:

  (5) 

Je eli i = s, to

gi (t) = t.

Zastosowanie powy szej rodziny funkcji zapewnia ci g o  i g adko  krzywej nie 
tylko w poszczególnych przedzia ach, ale równie  w punktach w z owych. Jest to 
zagwarantowane tym, e funkcje zde  niowane na s siednich przedzia ach (Ti – 1, Ti) 
oraz (Ti, Ti + 1) maj  równe warto ci, a tak e równe pierwsze i drugie pochodne 
w punkcie Ti.

Na podstawie równa  (1)-(3) otrzymujemy:

  (6)

Estymacja funkcji dyskontowej (6) sprowadza si  do oszacowania nieznanych para-
metrów 1, 2, …, s d c do minimalizacji sumy kwadratów odchyle  danych mode-
lowych od danych empirycznych. Nast pnie struktur  terminow  stóp spot wyznacza 
si  w oparciu o odpowiednio przekszta cone równanie (2).

Na jako  dopasowania wp ywa równie  liczba zastosowanych przedzia ów. 
MCulloch (1975) proponuje, aby liczba segmentów (s) by a równa liczbie ca kowitej 
najbli szej pierwiastkowi z liczby obserwacji. Ponadto, sugeruje, e liczba instrumen-
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tów wykorzystywanych w poszczególnych przedzia ach powinna by  jak najbardziej 
do sobie zbli ona. W ten sposób mo liwe jest lepsze dopasowanie struktury termino-
wej na krótkim odcinku krzywej, a wi c na obszarze z wy sz  koncentracj  danych. 

McCulloch (1975) zaleca nast puj cy sposób wyznaczania punktów w z owych:

  (7)

gdzie h jest wyznaczone jako: 

  (8)

natomiast parametr  obliczany jest ze wzoru:

  (9)

Tak dobrana liczba segmentów i przypadaj cych na nie danych sprawia, e zarówno 
liczba s, jak równie  stosunek K s rosn  wraz ze wzrostem liczby obligacji. Zapewnia 
to tym wi ksz  dok adno  modelu, im wi ksz  liczb  danych dysponujemy. 

3. METODA G ÓWNYCH SK ADOWYCH

W zarz dzaniu ryzykiem stopy procentowej coraz wi ksz  popularno  zdobywa 
analiza g ównych sk adowych3 przedstawiona przez Hotellinga (1933). Polega ona 
na ortogonalnym przekszta ceniu zbioru obserwacji wielowymiarowych na zbiór 
nieskorelowanych zmiennych, nazywanych g ównymi sk adowymi i b d cych kom-
binacjami liniowymi wyj ciowych obserwacji. Je eli obserwowane zmienne s  silnie 
skorelowane, wówczas zbiór p zmiennych mo na przekszta ci  na wyra nie mniejszy 
zbiór k g ównych sk adowych, który zawiera znacz c  wi kszo  informacji niesionej 
przez zbiór pocz tkowych zmiennych.

Za ó my, e X = [X1, X2, …, Xp]T jest wektorem skorelowanych zmiennych obser-
wowalnych o zerowej redniej, a wi c E[X] = 0. Wykorzystuj c metod  g ównych sk a-
dowych mo na wyznaczy  wektor nieskorelowanych zmiennych Y = [Y1, Y2, …, Yp]T 
b d cy liniow  transformacj  wektora X opisan  równaniem (por. Ostasiewicz, 1999)

 Y = ATX, (10)

3 Rosn ce zainteresowanie analiz  g ównych sk adowych potwierdzaj  m.in. prace: Barber, Cooper 
(1996), Bliss (1997), Falkenstein, Hanweck (1997), Singh (1997), Wadhwa (1999), Golub, Tilman 
(2000).
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gdzie A jest macierz  przekszta cenia ortogonalnego, a wi c spe niaj c  warunek 
nast puj cej postaci:

 ATA = I. (11)

Przekszta cenia dokonuje si  tak, aby suma wariancji wszystkich g ównych sk ado-
wych by a równa ca kowitej wariancji wszystkich pocz tkowych zmiennych oraz 
aby wariancje kolejnych sk adowych by y coraz mniejsze. Zmienne Yi musz  zatem 
spe nia  nast puj ce warunki:

  (12)

oraz

  (13)

Aby znale  macierz A, w pierwszym kroku wyznacza si  taki wektor 
[a11, a12, …, a1p], b d cy wierszem macierzy A, który maksymalizuje wariancj  
pierwszej sk adowej Y1. Nast pnie wyznacza si  wektor [a21, a22, …, a2p], w taki 
sposób, by wariancja Y2 by a maksymalna przy spe nionym warunku, e Y1 i Y2 s  
nieskorelowane. Pozosta e wektory wierszowe macierzy wyznacza si  w analogiczny 
sposób.

Oznaczmy przez ai i-t  kolumn  poszukiwanej macierzy A. Wówczas i-tym wier-
szem macierzy AT b dzie . Zatem równanie (10) mo na przedstawi  nast puj co:

  (14)

Korzystaj c z w asno ci wariancji, wariancj  wyra enia   mo na wyznaczy  
jako:

  (15)

gdzie C jest macierz  wariancji-kowariancji zmiennych Xi.
Wariancj  zmiennej Yi oznaczmy przez i. Korzystaj c z równa  (14) oraz (15) 

otrzymujemy:

  (16)

Zak ada si , e g ówne sk adowe maj  by  nieskorelowane, zatem:

  (17)
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Oznaczmy przez  macierz wariancji-kowariancji zmiennych Yi. Z równa  (16) 
i (17) wynika, e ma ona nast puj c  posta :

  = ATCA (18)

oraz e jest macierz  diagonaln  o elementach na g ównej przek tnej 1,, …, p. 
Macierz symetryczna dodatnio okre lona ma wszystkie warto ci w asne dodatnie, 
wi c var(Yi)  0 dla i = 1, …, p.

Poniewa  macierz  jest macierz  diagonaln , to elementy 1,, …, p s  jednocze-
nie jej warto ciami w asnymi. Równanie (18) mo na uto samia  z przekszta ceniem 

sprowadzaj cym macierz C do postaci diagonalnej, a wówczas elementy 1,, …, p s  
równie  warto ciami w asnymi macierzy C.

Elementy diagonalne macierzy  mo na uporz dkowa  malej co, a wi c 

  (19)

Poniewa  prawdziwe jest twierdzenie mówi ce, e je eli wektory w asne macierzy 
symetrycznej odpowiadaj ce ró nym warto ciom w asnym s  ortogonalne, to wek-
tory w asne macierzy C odpowiadaj ce ró nym warto ciom w asnym s  ortogonalne. 
Poszukiwan  ortogonaln  macierz A tworz  unormowane wektory w asne odpowia-
daj ce kolejnym malej cym warto ciom w asnym. 

Niech Ui oznacza wektor w asny odpowiadaj cy warto ci w asnej i. Wektory ai 
oblicza si  wówczas w nast puj cy sposób: 

   (20)

Unormowane wektory w asne, ai, s  nazywane adunkami czynników, a interpretuje 
si  je jako wspó czynniki korelacji pomi dzy zmiennymi a czynnikami. Poniewa  
var(Yi) = i, wi c udzia  wariancji i-tej g ównej sk adowej w ca kowitej wariancji 
zmiennych obserwowalnych wynosi:

  (21)

W ogólno ci mo na wyznaczy  p g ównych sk adowych. Nale y jednak pami -
ta , e celem analizy g ównych sk adowych jest redukcja liczby zmiennych. Z tego 
wzgl du wyznacza si  jedynie kilka sk adowych, których udzia  w wyja nianiu 
zmienno ci zmiennych obserwowalnych jest najwi kszy. Wybór liczby sk adowych 
uzale niony jest od celu, w którym dokonuje si  analizy. 

Powy sze rozwa ania s  oparte na wykorzystaniu macierzy kowariancji C. Cz sto 
jednak zdarza si , e obserwowalne zmienne wyra one s  w ró nych jednostkach lub 
ich wariancje zdecydowanie si  od siebie ró ni . Zastosowanie w takim przypadku 
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macierzy kowariancji skutkuje tym, e zmienne o wysokich wariancjach uzyskuj  
wy sze warto ci w macierzy A, a zmienne o niskich wariancjach – niewielkie war-
to ci. Aby wyeliminowa  t  niedogodno , zamiast macierz  C, mo na pos u y  si  
macierz  korelacji R, b d c  zarazem macierz  kowariancji zestandaryzowanych 
zmiennych.

Metoda g ównych sk adowych wykorzystywana jest mi dzy innymi w zarz dza-
niu ryzykiem stopy procentowej. Aby wyja ni  zmienno  zmian stóp procentowych 
cz sto przyjmuje si  (por. Soto, 2004), e wystarczaj  trzy g ówne sk adowe (zwi -
zane z wysoko ci , nachyleniem i krzywizn  krzywej dochodowo ci). Nast pnie 
wra liwo  warto ci portfela inwestycyjnego na czynniki ryzyka mierzona jest przez 
wska niki trwa o ci i wypuk o ci g ównych sk adowych. Inn  zalet  metody g ów-
nych sk adowych, poza redukcj  liczby zmiennych, jest uzyskiwanie ortogonalnych 
czynników ryzyka. U atwia to zdecydowanie zarz dzanie ryzykiem stopy procento-
wej, bowiem ka dy z czynników mo e by  analizowany niezale nie od pozosta ych 
(Nawalkha, Soto, Beliaeva, 2005). Za ó my, e ka dy ruch struktury terminowej 
stóp procentowych (ang. term structure of interest rates shift – TSIR shift) mo e by  
opisany m-wymiarowym wektorem zmian stóp spot (por. Nawalkha, Soto, Beliaeva, 
2005; Trzpiot, 2010):

  (22)

Metoda g ównych sk adowych umo liwia analiz  ruchów struktury terminowej za 
pomoc  g ównych sk adowych. Wektor z równania (22) przyjmuje wówczas posta :

 ,  (23)

gdzie c1, c2, …, cm oznaczaj  kolejne g ówne sk adowe, które s  kombinacjami linio-
wymi stóp spot. Zatem otrzymujemy zale no  postaci:

  (24)

gdzie uij s  wspó czynnikami g ównej sk adowej. Macierz wspó czynników uij jest 
ortogonalna, wi c eby wyznaczy  zmiany stóp procentowych równanie (24) mo na 
przekszta ci  do postaci:

  (25)

Zmniejszenia wymiaru przestrzeni zmiennych dokonuje si  poprzez pomini cie 
tych g ównych sk adowych, które w najmniejszym stopniu wyja niaj  zmiany stóp 
procentowych (tzn. maj  najni sze warto ci w asne). Liczb  zmiennych redukuje 
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si  przede wszystkim z dwóch powodów, a mianowicie w celu d enia do prostoty 
i oszcz dno ci modelu oraz minimalizacji szumów w danych. 

Wyra enie zmian stóp spot jako kombinacji liniowej k (k < m) pocz tkowych 
sk adowych umo liwia uzyskanie, poprzez pomiar wra liwo ci portfela jedynie na te 
sk adniki, pro  lu ryzyka stopy procentowej, na jakie nara ony jest portfel.

Aby uniezale ni  ruchy struktury terminowej od wariancji poszczególnych g ów-
nych sk adowych, model mody  kuje si  tak, aby ka dy czynnik mia  jednostkow  
wariancj . Cel ten osi ga si  poprzez zastosowanie przekszta cenia postaci:

  (26)

gdzie i – zmienna losowa. 
Jak ju  zaznaczono, w praktyce, do analizy g ównych sk adowych struktury ter-

minowej wykorzystywane s  trzy pierwsze sk adowe. Ka da z tych sk adowych ma 
swoj  interpretacj 4.

Pierwsza g ówna sk adowa zwi zana jest z przesuni ciami równoleg ymi krzywej 
dochodowo ci. Z tego wzgl du jest ona cz sto nazywana czynnikiem wysoko ci lub 
poziomu (ang. height/level factor). Przesuni cie to wyst puje gdy wszystkie stopy 
procentowe zmieniaj  si  o sta  warto .

Druga g ówna sk adowa wyja nia natomiast zmiany nachylenia krzywej dochodo-
wo ci, dlatego te  nazywana jest czynnikiem nachylenia (ang. slope factor). Poziom 
nachylenia jest zazwyczaj wyra ony spreadem pomi dzy rentowno ci  instrumentów 
krótko- i d ugoterminowych.

Trzecia g ówna sk adowa, nazywana jest czynnikiem krzywizny (ang. curvature 
factor) poniewa  jest ona zwi zana ze zmianami krzywizny krzywej dochodowo ci. 
Przyczyn  tych zmian jest przesuni cie motyla (ang. butter  y shift) polegaj ce na 
przesuni ciu stóp krótko- i d ugoterminowych zdecydowanie powy ej lub poni ej 
poziomu stóp rednioterminowych. 

Wykorzystuj c jedynie trzy, opisane powy ej, g ówne sk adowe, równanie (26) 
mo na zapisa  w uproszczonej postaci, danej nast puj co:

  (27)

gdzie czynniki wyra one s  jako:

  (28)

4 Interpretacje g ównych sk adowych przedstawiaj  Nawalkha, Soto, Beliaeva (2005), Trzpiot 
(2010).
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a adunki czynników zde  niowane s  w nast puj cy sposób:

  (29)

Poszczególne sk adowe wyznacza si  zgodnie z procedur  analizy g ównych sk ado-
wych.

4. ANALIZA EMPIRYCZNA

Do przeprowadzenia estymacji krzywej dochodowo ci zosta y wykorzystane 
ceny i parametry polskich obligacji skarbowych. Wybór ten podyktowany by  przede 
wszystkim mo liwo ci  traktowania obligacji Skarbu Pa stwa jako instrumentów 
pozbawionych ryzyka niewyp acalno ci emitenta, w zwi zku z czym ró nice w cenach 
zwi zane s  wy cznie ze zró nicowaniem stóp procentowych. Instrumenty te noto-
wane s  na Gie dzie Papierów Warto ciowych w Warszawie, dzi ki czemu dost pna 
jest ich wycena rynkowa. 

Ze wzgl du na konieczno  wyznaczenia wszystkich przysz ych przep ywów 
pieni nych przys uguj cych posiadaczowi obligacji, wybrane zosta y wy cznie 
instrumenty o oprocentowaniu sta ym i zerokuponowe. 

Krzywa dochodowo ci szacowana by a na podstawie kursów zamkni cia obligacji 
w okresie od 1 lipca 2009 r. do 2 pa dziernika 2009 r. Aby struktura terminowa 
w ca ym przedziale estymowana by a na podstawie tych samych danych, do badania 
wybrano obligacje wyemitowane przed 1.07.2009 r. i o terminie wykupu pó niejszym 
ni  2.10.2009 r. W celu minimalizacji ewentualnych b dów zwi zanych z ograni-
czon  p ynno ci  rynku obligacji, wykorzystano te instrumenty, dla których w ana-
lizowanym okresie wyznaczone by o co najmniej 10 kursów zamkni cia. Ponadto, 
brane pod uwag  by y tylko te obligacje, których pierwsze notowanie w przyj tym 
przedziale czasowym przypada o nie pó niej ni  10.07.2009 r. Tym sposobem liczb  
instrumentów wykorzystan  do badania ograniczono do 15 obligacji, których parame-
try zestawiono w tabeli 1.

Mo na zauwa y , e terminy zapadalno ci obligacji wybranych do estymacji s  
do  równomiernie roz o one w czasie. Cecha ta jest niezmiernie wa na dla prawi-
d owego oszacowania krzywej dochodowo ci. 

W badanym okresie pojawia y si  dni, w które dla niektórych obligacji nie docho-
dzi o do transakcji. W takim przypadku za cen  z tego dnia przyj to poprzednio zare-
jestrowan  cen .

Warto zwróci  uwag  na fakt, i  nie nale y uto samia  kursu zamkni cia z war-
to ci  obligacji. Po pierwsze, w celu zapewnienia porównywalno ci instrumentów, 
obligacje notowane s  jako procent warto ci nominalnej. Po drugie, cena uzyskana 
na podstawie notowa  jest to tak zwana cena „czysta”5, a wi c niezawieraj ca naro-

5 Zagadnienie ceny „czystej” i ceny „brudnej” omawiaj  Jajuga, Jajuga (2007).
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s ych odsetek. Naros e odsetki (ang. accrued interest – AI) wyliczane s  na podstawie 
wzoru:

  (30)

gdzie: C – kupon, t0 – chwila obecna, tp – data poprzedniej p atno ci kuponu, tq – data 
nast pnej p atno ci kuponu.

W przypadku obligacji Skarbu Pa stwa o sta ym oprocentowaniu wysoko  
kuponu nalicza si  w oparciu o konwencj  actual/actual6. Oznacza to, e do oblicze-
nia t0 – tp oraz tq – tp wykorzystywana jest rzeczywista liczba dni pomi dzy datami.

6 Innymi stosowanymi konwencjami s  actual/360, 30/360. Sposoby ich wykorzystania przedsta-
wiaj  Nawalkha, Soto, Beliaeva (2005).

Tabela 1.
Parametry obligacji wykorzystanych w badaniu oraz ich terminy wykupu na dzie  1.07.2009 r.

Symbol Oprocentowanie 
[%]

Warto  
nominalna [PLN]

Okres 
zapadalno ci Data wykupu Termin 

wykupu

OK0112 0,00 1 000,00 2 lata 2012-01-25 2,57

OK0710 0,00 1 000,00 2 lata 2010-07-25 1,07

OK0711 0,00 1 000,00 2 lata 2011-07-25 2,07

PS0310 5,75 1 000,00 5 lat 2010-03-24 0,73

PS0412 4,75 1 000,00 5 lat 2012-04-25 2,82

PS0413 5,25 1 000,00 5 lat 2013-04-25 3,82

PS0414 5,75 1 000,00 5 lat 2014-04-25 4,82

PS0511 4,75 1 000,00 5 lat 2011-05-24 1,90

SP0610 5,00 100,00 5 lat 2010-06-01 0,92

SP1210 4,50 100,00 5 lat 2010-12-01 1,42

DS1013 5,00 1 000,00 10 lat 2013-10-24 4,32

DS1015 6,25 1 000,00 10 lat 2015-10-24 6,32

DS1017 5,25 1 000,00 10 lat 2017-10-25 8,32

DS1019 5,50 1 000,00 10 lat 2019-10-25 10,32

WS0922 5,75 1 000,00 20 lat 2022-09-23 13,24

ród o: opracowanie w asne.
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Do estymacji krzywej dochodowo ci wykorzystywana jest warto  obligacji 
wyznaczana w nast puj cy sposób:

 P = Cena notowana + AI. (31)

W zwi zku z powy szym konieczne okaza o si  wyznaczenie wielko ci naros ych 
odsetek dla ka dego dnia z badanego przedzia u.

4.1. WYNIKI ESTYMACJI STRUKTURY TERMINOWEJ

Wyniki estymacji struktury terminowej stóp procentowych w Polsce w okresie 
1.07.2009–2.10.2009 r. ilustruje gra  cznie rysunek 2.

Rysunek 2. Struktura terminowa stóp procentowych w okresie 1.07.2009–2.10.2009
ród o: opracowanie w asne.

Na rysunku 2 widoczny jest wyra ny podzia  rynku d u nych papierów warto cio-
wych. Mo na wydzieli  na nim rynek instrumentów krótkoterminowych, o terminach 
do wykupu do ok. 3 lat, oraz rynek instrumentów d ugoterminowych, o terminach 
do wykupu powy ej 3 lat. Ponadto, krzywa przyjmuje we wrze niu nieco odmienny 
kszta t ni  w lipcu i sierpniu. W lipcu i sierpniu 2009 r. w pocz tkowej cz ci krzywej 
dochodowo ci, odpowiadaj cej instrumentom o okresie zapadalno ci do 3 lat, stopy 
procentowe gwa townie mala y. Wynika st d, e na rynku instrumentów krótkotermi-
nowych wyst powa  wy szy popyt na instrumenty o najkrótszym terminie do wykupu. 

wiadczy to zarazem o potrzebie zwi kszonej p ynno ci instytucji  nansowych inwe-
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stuj cych w obligacje. Pozosta a cz  krzywej dochodowo ci ma kszta t normalny. 
Wynika st d, e rynek oczekiwa  wzrostu stóp procentowych lub wymaga  rosn cej 
premii za utrat  p ynno ci. Na rynku wyst powa a stosunkowo niska p ynno  po 
stronie inwestorów d ugoterminowych. Niewielki spadek stóp procentowych dla 
terminu zapadalno ci powy ej 10 lat prawdopodobnie zwi zany jest z b dami wyni-
kaj cymi z ograniczonej p ynno ci rynku i niewielkiej liczby obligacji o tak d ugim 
okresie do wykupu.

We wrze niu 2009 r. spadek stóp procentowych w pocz tkowej cz ci struktury 
terminowej nie by  ju  tak gwa towny, a krzywa dochodowo ci na obszarze odpowia-
daj cym instrumentom d ugoterminowym osi ga a wy sze warto ci ni  w miesi cach 
poprzednich. Przypuszczalnie, zmiany te maj  zwi zek z og oszonym na pocz tku 
wrze nia 2009 r. planowanym de  cytem bud etowym na rok 2010. Wed ug obecnego 
ministra  nansów, Rostowskiego (Komentarz rynkowy, 2009), de  cyt bud etowy mia  
przekroczy  poziom 50 mld PLN. Wówczas w reakcji na t  informacj  inwestorzy 
zacz li wyprzedawa  papiery. W re  zultacie stopy procentowe dla krótkich terminów 
zapadalno ci zdecydowanie spad y. Na kszta t d ugiego odcinka krzywej dochodo-
wo ci zapewne mia y wp yw tak e og oszone dane makroekonomiczne, informuj ce 
o in  acji przekraczaj cej oczekiwania rynkowe, wysokim poziomie sprzeda y deta-
licznej oraz wyhamowaniu spadków produkcji przemys owej. 

4.2. WYNIKI ANALIZY G ÓWNYCH SK ADOWYCH STRUKTURY TERMINOWEJ

Oszacowan  struktur  terminow  stóp spot pos u ono si  do przeprowadzenia 
analizy g ównych sk adowych struktury terminowej stóp procentowych w Polsce. 
Spo ród oszacowanych tu stóp w dalszej analizie pozostawiono stopy o zapadalno-
ciach jedno- i dwutygodniowych, jedno-, trzy- i sze ciomiesi cznych, roczne i dalej 

co rok, a  do 13-letnich. Uzyskane warto ci w asne poszczególnych czynników i ich 
udzia y w wariancji przedstawione zosta y w tabeli 2.

Pierwsza g ówna sk adowa wyja nia ok. 69% wariancji zmian stóp procentowych. 
Drugi czynnik wyja nia ok. 21,6% wariancji, trzeci ok. 6,7%, a czwarty nieca e 3%. 
Udzia  pozosta ych czternastu sk adowych w wariancji jest niewielki i wynosi od 0 
do 0,02%. Zatem trzy pierwsze sk adowe wyja niaj  ponad 97% zmienno ci stóp 
procentowych, podczas gdy wszystkie pozosta e czynniki wyja niaj  ok. 3%, a wi c 
mo na przyj , zgodnie ze wskazaniami literaturowymi, e do wyja nienia zmienno-
ci struktury terminowej stóp procentowych wystarczaj  trzy pierwsze g ówne sk a-

dowe. adunki tych trzech g ównych sk adowych zosta y przedstawione na rysunku 3. 
Widoczna jest na nim wyra na segmentacja rynku. Mo na wyró ni  rynek papierów 
krótkoterminowych, odpowiadaj cy instrumentom o terminach do wykupu do dwóch 
lat, oraz rynek papierów d ugoterminowych, odpowiadaj cy instrumentom o termi-
nach do wykupu powy ej dwóch lat. Tak scharakteryzowan  segmentacj  potwierdza 
przebieg oszacowanej krzywej dochodowo ci.
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Tabela 2.
Warto ci w asne i ich udzia  w wariancji zmian stóp procentowych

Czynnik Warto  w asna Udzia  w wariancji Skumulowany udzia  w wariancji

1 12,4266 69,0367% 69,0367%

2 3,8870 21,5944% 90,6311%

3 1,2013 6,6739% 97,3050%

4 0,4820 2,6778% 99,9828%

5 0,0030 0,0167% 99,9994%

6 0,0001 0,0006% 100,0000%

7–18 0,0000 0,0000% 100,0000%

ród o: opracowanie w asne.
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Rysunek 3. adunki trzech pierwszych g ównych sk adowych 
ród o: opracowanie w asne.

adunki pierwszej g ównej sk adowej (na wykresie PC1), reprezentuj cej rów-
noleg e przesuni cia krzywej dochodowo ci, przyjmuj  inne warto ci dla terminów 
zapadalno ci do 1 roku, a inne dla terminów od 2 lat. Jednocze nie w ka dym z tych 
podokresów warto ci adunków s  w miar  sta e. Z faktu, e adunki czynników dla 
krótkich terminów s  ujemne, a dla d ugich dodatnie, wynika, e w badanym okresie 
ogólny poziom krótkoterminowych stóp procentowych zmienia  si  w przeciwnym 
kierunku ni  poziom stóp d ugoterminowych. 

Warto ci adunków drugiej g ównej sk adowej (na wykresie PC2), odpowiadaj cej 
zmianom nachylenia krzywej dochodowo ci, wiadcz  o zró nicowanym przebiegu 



Agnieszka Kiedrowska36

krzywej dochodowo ci. W krótkim okresie (do dwóch lat) k t nachylenia krzywej by  
wysoki, a w d ugim okresie wyra nie zmala .

adunki trzeciej g ównej sk adowej (na wykresie PC3), odpowiadaj cej zmianom 
krzywizny krzywej dochodowo ci, maj  charakter dodatniego przesuni cia motyla. 
Czynniki dla terminów do wykupu od 3 do 9 lat przyjmuj  warto ci ujemne, pod-
czas gdy czynniki dla terminów do wykupu poni ej 3 lat i powy ej 9 lat – dodatnie. 
Wynika st d e stopy procentowe w rednim okresie by y ni sze ni  stopy w okresie 
krótkim i d ugim.

Uzyskane wyniki wiadcz  o tym, e na struktur  terminow  stóp procentowych 
w Polsce wp ywaj  zasadniczo trzy znacz ce rodzaje czynników opisanych powy-
ej. Zatem, aby skutecznie zarz dza  ryzykiem stopy procentowej stosuj c strategi  

krzywej dochodowo ci nale y prognozowa  nie tylko kierunek, lecz równie  rodzaj 
przesuni cia krzywej.

5. PODSUMOWANIE

Przeprowadzone badanie empiryczne wykaza o, e estymacja krzywej dochodo-
wo ci w oparciu dane z polskiego rynku instrumentów d u nych jest zagadnieniem 
przysparzaj cym wiele trudno ci. G ównym problemem jest niska p ynno  rynku 
obligacji. Nie s  niestety dost pne notowania cen dla ka dego dnia analizowanego 
okresu. Na potrzeby prowadzonego badania za cen  z dnia, w którym nie dochodzi o 
do transakcji przyj to ostatni  wcze niej notowan  cen . Kolejnym problemem s  
stosunkowo krótkie terminy do wykupu obligacji skarbowych. W zwi zku z tym 
struktur  terminow  mo na oszacowa  tylko dla terminów zapadalno ci do 10 lat. 
Zdecydowanie ogranicza to mo liwo  zastosowania takiej struktury terminowej do 
zarz dzania portfelem inwestycji d ugoterminowych.

Przeprowadzona estymacja krzywej dochodowo ci dla okresu 1.7–2.10.2009 r. 
wykaza a znaczn  segmentacj  rynku d u nych papierów warto ciowych na rynki 
instrumentów krótko- i d ugoterminowych. Krzywa dochodowo ci na obszarze 
odpowiadaj cym terminom zapadalno ci do 3 lat gwa towanie maleje. wiadczy to 
o wysokiej potrzebie p ynno ci instytucji  nansowych inwestuj cych w obligacje. 
Na pozosta ym obszarze krzywa dochodowo ci ma kszta t normalny. Wynika st d, 
e rynek oczekuje wzrostu stóp procentowych w d ugim okresie. Badanie wykaza o 

równie  znaczny wp yw danych makroekonomicznych na struktur  terminow  stóp 
procentowych w Polsce, przejawiaj cy si  zmian  kszta tu krzywej dochodowo ci po 
komunikatach z wrze nia 2009 r.

Przeprowadzona analiza g ównych sk adowych struktury terminowej stóp procen-
towych pozwoli a na wyodr bnienie czynników ryzyka. Uzyskane wyniki wykaza y, 
e do wyja nienia zmienno ci struktury terminowej stóp procentowych w Polsce 

wystarcz  trzy g ówne sk adowe, zwi zane z wysoko ci , nachyleniem i krzywizn  
krzywej dochodowo ci. Ró nice w warto ciach sk adowych dla krótkich i d ugich 
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terminów do wykupu potwierdzaj  zaobserwowan  segmentacj  rynku d u nych 
papierów warto ciowych. Zatem z badania wynika, e aby skutecznie zarz dza  ryzy-
kiem stopy procentowej nale y prognozowa  zarówno kierunek, jak równie  rodzaj 
przesuni cia krzywej dochodowo ci.
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STRUKTURA TERMINOWA STÓP PROCENTOWYCH W POLSCE 
– ESTYMACJA I IDENTYFIKACJA KSZTA TUJ CYCH J  CZYNNIKÓW

S t r e s z c z e n i e

Celem artyku u by a estymacja struktury terminowej stóp procentowych w Polsce oraz identy  kacja 
czynników wp ywaj cych na jej kszta t, co jest niezb dne dla efektywnego zarz dzania ryzykiem stóp 
procentowych. Przeprowadzona aproksymacja krzywej dochodowo ci wykaza a znaczn  segmentacj  
rynku d u nych papierów warto ciowych na rynki instrumentów krótko- i d ugoterminowych. Analiza 
g ównych sk adowych struktury terminowej stóp procentowych pozwoli a na wyodr bnienie czynników 
ryzyka. Uzyskane wyniki wykaza y, e do wyja nienia zmienno ci struktury terminowej stóp procen-
towych w Polsce wystarcz  trzy g ówne sk adowe, zwi zane z wysoko ci , nachyleniem i krzywizn  
krzywej dochodowo ci, których warto ci potwierdzaj  zaobserwowan  segmentacj  rynku.

S owa kluczowe: stopa procentowa, struktura terminowa stóp procentowych, krzywa dochodowo ci, 
krzywe sklejane trzeciego stopnia, analiza g ównych sk adowych

 

TERM STRUCTURE OF INTEREST RATES IN POLAND 
– ESTIMATION AND IDENTIFICATION OF THE FACTORS DETERMINING ITS SHAPE

A b s t r a c t

The aim of the article was to estimate the term structure of interest rates in Poland, as well as to 
identify factors affecting its shape, which is essential in effective interest rate risk management. The 
approximation of the yield curve presented in the article shows a signi  cant segmentation of the debt 
securities market into markets of short-term and long-term instruments. The principal component analysis 
of the term structure of interest rates made it possible to separate out risk factors. The results obtained 
indicate that the volatility of the term structure of interest rates in Poland can be explained by only three 
principal components related to the level, the steepness and the curvature of the yield curve, which values 
con  rm the observed market segmentation.

Key words: interest rate, term structure of interest rates, yield curve, cubic splines, principal com-
ponent analysis


