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ABSTRACT

J.L. Wywial. On construction of control card in the case when the variable under study has skewed probabi-
lity distribution. Folia Oeconomica Cracoviensia 2013, 54: 107-116.

The problem of statistical quality control is taken into account. A new proposition of control card
construction is proposed. The problem is considered as testing statistical hypothesis on expected
value of the variable under study (diagnostic variable) under the assumption that the variable has
skewed probability. The proposed test statistic is constructed on the rather well known following
property that the covariance between sample variance and sample mean is proportional to the
third central moment of a variable. This property is applied to construction of test statistic based
on the regression estimator. The limit distribution of the test statistic is normal.

STRESZCZENIE

W mniejszej pracy rozwazano powszechnie uzywana w statystycznej kontroli jakosci procedure
kart kontrolnych lecz przy zalozeniu, Ze zmienna diagnostyczna ma niekoniecznie rozklad sy-

! Niniejsza praca ma stanowi¢ przyczynek do metodologii statystycznej stosowanej w kontroli
jakosci i jest dedykowana jej wybitnemu znawcy, ktérym byl Profesor Andrzej Iwasiewicz. Pozwole
sobie napisa¢, iz mialem wielokrotnie zaszczyt rozmawia¢ z Profesorem na tematy statystyki mate-
matycznej i jej zastosowan i to nie tylko w kontroli jakosci. Profesor, jako prawdziwy statystyk, miat
umiejetnos¢ kojarzenia pozornie na pierwszy rzut oka nie zwigzanych ze soba faktéw. W szczegélno-
Sci podkredlat, ze metodologia stosowana w kontroli jakosci jest podobna do tej, ktérg postugujemy sie
w metodzie reprezentacyjnej lub audycie finansowym, poniewaz ich giéwne problemy sprowadzaja si¢
do testowania odpowiednio sformutowanych hipotez statystycznych. Ponadto, Profesor jasno uswiado-
mil mi jaka jest najistotniejsza réznica miedzy formulowaniem problemu testowania odpowiednich hi-
potez statystycznych w kontroli jakoéci i audycie statystycznych. Stwierdzil, ze w statystycznej kontroli
jakosci gléwna wage kladzie sie¢ na prawdopodobieistwo popelnienia bledu pierwszego rodzaju, czyli
poziom istotnosci, a w audycie finansowym na prawdopodobiefistwo popelnienia bledu drugiego ro-
dzaju. To jest jedna z inspiracji, ktéra zawdzigczam Profesorowi.
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metryczny. Analizowany problem sprowadzono do zagadnienia weryfikacji hipotezy o wartosci
oczekiwanej tej zmiennej diagnostycznej, przy czym zaklada sie, ze ta zmienna ma rozklad asy-
metryczny. Znang wlasno$¢ wystepowania korelacji miedzy Srednia i wariancjq z tej samej proby
wykorzystano do konstrukgji sprawdzianu testu. Wykazano, ze ten sprawdzian ma granicznie roz-
klad normalny. Przy spelnieniu pewnych dodatkowych warunkéw test wykorzystujacy propono-
wany sprawdzian moze mie¢ wiekszg moc od testu, ktérego sprawdzianem jest zwykla srednia
arytmetyczna z proby prostej.
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1. WPROWADZENIE

Tekst niniejszej pracy dotyczy powszechnie uzywanej w statystycznej kontroli
jakosci tzw. procedury kart kontrolnych. Klasyczna wersja tej procedury jest
uzywana przy zalozeniu, ze zmienna diagnostyczna ma rozklad symetryczny,
zwykle normalny. Szerokie rozwazania na ten temat prowadzg m.in. Iwasiewicz
(1999) i Koniczak (2007). To zalozenie jest wygodne z metodologicznego punktu
widzenia, jakkolwiek w praktyce nie mozna wykluczy¢ pojawiania si¢ asyme-
trycznych rozkladéw zmiennej diagnostycznej. W zwigzku z tym w pracach
z zakresu statystycznej kontroli jakosci ukazuja sie prace dotyczace procedur
konstrukgcji kart kontrolnych przy nieklasycznych zatozeniach, czym m.in. zaj-
muje sie Koniczak (2007).

W niniejszej pracy bedziemy zaklada¢, iz rozklad zmiennej losowej diagno-
stycznej jest asymetryczny, oraz ze jego momenty do czwartego rzedu wilgcznie
istnieja. W celu uproszczenia prowadzonych rozwazan, co nie umniejsza ogol-
nosci uzyskanych wynikéw, analizowany problem sprowadzamy do zagadnienia
testowania hipotez statystycznych. Zakltadamy, ze odchylenie od wartosci poza-
danej nadziei matematycznej zmiennej diagnostycznej $wiadczy o rozregulowa-
niu sie procesu produkcyjnego. Sprowadza sie to, jak wiadomo, do weryfikacji
hipotezy o wartosci oczekiwanej tej zmiennej. Ponadto, bedziemy zaklada¢, ze
zmienna diagnostyczna ma rozklad asymetryczny. Proponowany w pracy spraw-
dzian testu jest wynikiem wykorzystania wlasnosci zaleznosci miedzy $rednia
i wariancjg z tej samej proby. Okazuje sig, ze kowariancja tych parametréw jest
roéwna trzeciemu momentowi centralnemu zmiennej losowej, z ktérej rozkltadu
pochodzi préba. Ta wlasnos¢ Wywial (2009) wykorzystal do podniesienia do-
ktadnosci estymatora wartosci Sredniej w domenie populacji, ktéry tutaj wyko-
rzystamy do testowania hipotezy statystycznej o zmiennej diagnostycznej dalej
oznaczanej przez zmienng losowg Y.

Zakladamy, ze zmienna losowa Y ma momenty do czwartego wlacznie,
ktére oznaczamy przez:
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vi(Y)=v, =E(Y-E(Y)), r=2,34,...

Momenty z préby oznaczamy przez:

b
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7 n-1

Y -Y), r=23,...
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Srednia i wariancje z préby s oznaczamy odpowiednio przez

g =LY
n

1
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Ich podstawowe parametry sa nastepujace:

v,

R N

EW,,)=v, +O(n™),

D)=L, —v2)+ 00,
n

gdzie O(n?) jest pewna stala zmierzajaca do zera tak jak ciag {n?}. Kowariancja
miedzy tymi parametrami, por. np. Kendall i Stuart (1967), wynosi:

Cov(Y,.V,,) = 1v3 +0(n™?). (1)
n
To pozwala wyznaczy¢ liniowg regresje drugiego rodzaju Sredniej wzgledem wa-
riancji
Y, ~al,, +B. (2)

Kryterium metody najmniejszych kwadratéw prowadzi do wyznaczenia naste-
pujacych parametréw « i f:
Cov(Y,.,V,,)

o= N =u—akE\V. s
DZ(V2,S) IB g ( " )
Zapisane wzory mozna przepisaé nastepujaco, por. np. Wywial (2009):

2
v, V, =V
a=—"r=x : p=p-av,,
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gdzie:

K= <k<l 3)

b
2
wlvziv4 -V '

jest unormowanym wspoélczynnikiem asymetrii (sko$nosci) zmiennej losowej.
Jesli rozklad zmiennej jest symetryczny, to k = 0. Gdy rozklad zmiennej losowej
jest prawostronnie (lewostronnie) asymetryczny, to x >0 (k <0). Wywial (1981,
1983) zauwaza, ze wspolczynnik k jest wspolczynnikiem korelacji pary zmien-
nych losowych Y i (Y — E(Y))%. Przykladowo, mozna pokazaé, ze gdy zmienna

losowa ma rozklad wykladniczy, to x = 1L 0,7071, por. Wywiat (2009).

V2
2. WERYFIKACJA HIPOTEZ

Proces kontroli jakosci formulujemy w nastepujacy sposéb. W kolejnych okre-
sach czasu sg pobierane z partii (populacji) wyprodukowanych wyrobéw proéby,
w ktoérych sg obserwowane wartosci zmiennej diagnostycznej, ktéra oznaczyli-
Smy przez Y, a jej warto$¢ oczekiwang przez u = E(Y). Dla ustalenia uwagi za-
16zmy, ze duze dodatnie odchylenie od wartosci sredniej zmiennej diagnostycz-
nej $wiadczy o wystapieniu wybrakowanych produktéw, co jest zwykle efektem
rozregulowania sie procesu wytwoérczego. Z formalnego punktu widzenia mamy
wiec do czynienia z weryfikacja hipotezy sprawdzanej:

Hy: i =py (4)

wzgledem alternatywnej
Hy: u > po, ®)

przy czym przez u, oznaczono wartos¢ oczekiwang zmiennej diagnostycznej
przy zalozeniu, ze proces produkcyjny przebiega prawidlowo.

1.1. Przypadek znanej wariancji zmiennej diagnostycznej

W pewnych sytuacjach wartosci zmiennej diagnostycznej zaleza tylko od stop-
nia dokladnosci przyrzadu pomiarowego, ktérym sg obserwowane. W zwigzku
z tym fabrycznie okreslony stopiefi dokladnosci pomiaréw przyrzadu mozna
uzy¢ jako wielkosci proporcjonalnej do odchylenia standardowego zmien-
nej diagnostycznej. Dalej zalozymy, ze to odchylenie standardowe jest wtasnie
rowne parametrowi dokladnosci pomiaréw okredlajacemu fabrycznie. Niech
s = (Y1, Yy, ..., Y,) bedzie proba prosta z rozkladu prawdopodobiefistwa zmiennej
losowej Y.
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Woéweczas do testowania hipotezy Hy mozna uzy¢ nastepujacego tzw. estyma-
tora regresyjnego:

A

Y, = ?s +o, (v, - VZ,s)) (6)

gdzie:
V

3
a, = —.
V4 VZ,S

X

Wywiatl (2009) wykazal, Ze jesli rozmiar proby n—oo, to zapisana statystyka

ma rozklad ¥, ~ N (,u,D2(I?1 )), gdzie

K

D)2 =)

—=-2
n iv4—v2% n

Do estymacji tej wariancji mozna uzy¢ statystyki

o\ Vi,V -
D32<Yl,.v)_7 (AR, (1-x2). @)
gdzie:
K = Vo

\ V2,S (V4,s - V22,s ) .

W zwiazku z tym sprawdzian sformulowanej hipotezy Hy mozna okresli¢ wzo-
rem:

_ Yl,s - IUO
D,\Y,

N

VA

s

: (®)

K

Na podstawie znanych twierdzen o granicznym rozkladzie funkcji momen-
tow z proby, por. np. Cramér (1945) lub Rao (1965), mozna wykazaé, ze jesli roz-
miar proby n—oo oraz hipoteza Hj jest prawdziwa, to rozkladem granicznym
prawdopodobienistwa zmiennej losowej Z; jest standardowy rozklad normalny
zmiennej losowej Z~N(0,1). To juz pozwala na wyznaczenie wartosci krytycznej
testu. Zatem, przy poziomie istotnosci a, wartos$¢ krytyczna z,, testu wynika z wy-
razenia P(Z >z,|Hy) = a. Stad wnioskujemy, ze gorna linia karty kontrolnej ma
postac:

ya = /u() + ZaD.v (YAlv) (9)
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Jesli z; > z,, co jest rtOwnowazne nieréwnosci 7 s > v, to odrzucamy hipoteze
H, z prawdopodobiefistwem popelnienia blednej decyzji rownym «. Innymi
stowy, w tym przypadku z prawdopodobienstwem pomylki rownym o twier-
dzimy, ze proces produkcyjny rozregulowal sie.

12. Przypadek nieznanej wartodci wariancji zmiennej
diagnostycznej

Zakladamy, ze w kolejnych okresach czasu t =1,...,D+1 sg przeprowadzane
pomiary zmiennej diagnostycznej na produktach wylosowanych do kolejnych
prob. Zmienna diagnostyczng w t-tym okresie czasu oznaczamy przez Y, jej
warto$¢ oczekiwana przez E(Y;) = u;. Zakladamy, ze wariancje D*(Y) = v, dla
t =1,...,D+1. Pozostale momenty centralne oznaczamy przez v,; = E(Yyu,)’,
r=23,4,.

Nlech st = (Y1, Yio ..., Y1) bedzie probg prosta, w ktorej sa obserwowane
wartosci zmiennej dlagnostycznej Y;, czyli w t-tym okresie czasu wylosowana
z rozkladu t-tej zmiennej diagnostycznej. Laczna probe obserwowana w D-okre-
sach czasu oznaczamy przez s = sluszu .Usp. Rozmiar préby s, wynosi n,

a wiec rozmiar proby s wynosi ; = znk Wariancja v, moze by¢ szacowana za
pomoca statystyk: k=l

Ve, ——Z( —Z t=1,...,D+1,

IEQ‘ N jes,

lub

_ 1 2
=—2> V.

D-1'5

Nas interesuje weryfikacja hipotezy o wartosci oczekiwanej zmiennej dia-
gnostycznej w okresie D+1, czyli:

Ho: p+1 = po- (10)
wzgledem alternatywnej hipotezy
Hy: up+1> Ho- (11)

Do tego celu wykorzystamy dane o rozkladzie prawdopodobiefistwa zmien-
nej diagnostycznej gromadzone w prébach z wczesniejszych okreséw czasu. Sta-
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tystyke testowa konstruujemy na podstawie nastepujacego estymatora przeciet-
nej w D+1 okresie czasu:

A — —

+a,, (V=) (12)

2541 = SD+1 Sp+i
gdzie:

3.5p41

asom = v VZ

4.5p41 2,54

Wywiat (2009) wykazal, ze jesli >0 dla t = 1,...,D, to ¥,, ~ N{g,,.,0*(7,, ),
gdzie

2 2
2y ~ n2(v VaKpi 2(“ ) VaKpu
D (Y;aSDH )N D (YLS[M )+ D* - D Yl’sml + ’ (13)
T n
gdzie:
2y M ( 2 ) _ V3.p41
D (Yl,sm,)N 1_KD+1 P Kpa = 2\’
M V"2 (V4,D+1 e )
_ D _ 12 n
n, . = <hy=—yn, =—
HD- ~ D D k
Zl D t=1 D ’
=1 N,

przy czym 7y, 5, | jest Srednig harmoniczng rozmiaréw prob.

A

Wariancje D’ (Y

2,5p4

) mozna estymowac za pomoca statystyki:

7 2

D, )= (1—K3,DH)+%, (14)

D+l H.D

gdzie:

K 3,541

5,D+1 = JV (V V2 )5
25pa \ duspar 7 2p0

I/r,s‘ = 7Z(Yt,i _Ys[)r’ 1:2,354""

1
nt -1 ies,
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W celu weryfikacji okreslonej wyrazeniem (7) hipotezy konstruujemy naste-
pujaca statystyke testowa:

~>

U = 2,5p41 —H

s A

D \Y,

s\ 28p4

(15)

Podobnie jak w uprzednim punkcie, mozna wykaza¢, ze jesli rozmiary prob
n—odlat=1,...,D+1 oraz hipoteza H jest prawdziwa, to rozkladem granicz-
nym prawdopodobiefistwa zmiennej losowej U; jest standardowy rozklad nor-
malny zmiennej losowej U~N(0,1). Zatem, przy poziomie istotnosci «, wartos¢
krytyczna u, testu jest wyznaczana z wyrazenia P(U > u, | Hy) = a. Stad wynika,
ze gorna linia karty kontrolnej ma postac:

Vo= th+u,D,(7,,). (16)

Jesli ug> u,, co jest rownowazne nieréwnosci ¥; s> y,,, to odrzucamy hipoteze H,
z prawdopodobiefistwem popelnienia blednej decyzji réwnym a. Oznacza to,
iz z prawdopodobienstwem pomylki rownym a twierdzimy, ze proces produk-
cyjny rozregulowat sie.

3. UWAGI KONCOWE

Przedstawiona procedura wyznaczania karty z pojedyncza linia kontrolng
da sie natychmiastowo uogolni¢ na przypadek dwoéch takich linii. Wigze sie to
tylko ze zmiana sposobu specyfikacji alternatywnej hipotezy, okreSlonej wzo-
rami (5) lub (11), ktére nalezy zastapi¢ odpowiednio nastepujacymi Hy:u#ug
lub Hy:upiq#ug. Woéwcezas mamy do czynienia z dwustronnym obszarem kry-
tycznym testu. Zatem np. wartosci krytyczne uy ., i Uy, testu rozwazanego
w punkcie 2.2 wyznaczamy odpowiednio z wyrazen P(U<uy,;,|Hy) = a/2
i P(U=uy,0|Ho) = /2.

Przedstawiona procedura konstrukcji kart kontrolnych dla asymetrycznej
zmiennej diagnostycznej nie wymaga szczegdélowych zalozen o postaci roz-
ktadu prawdopodobiefistwa zmiennej diagnostycznej. Wymaga sie jedynie aby
istnialy momenty centralne rozkladu tej zmiennej co najmniej czwartego rzedu.
Z drugiej jednak strony zaproponowana procedura wymagac bedzie losowania
préb o znacznych rozmiarach. Zwykle zaklada sig, ze rozklady funkcji momen-
tow centralnych z préby sa zbiezne do rozkladu normalnego dla préb o rozmia-
rach rzedu kilkuset elementéw, a w kazdym razie o wielkosci co najmniej stu
elementow.
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Duze rozmiary prob powiekszaja koszty kontroli jakosci. Po to by je obni-
zy¢ mozna rozwazy¢ uzycie innych statystyk testowych, ktérych dystrybuante
rozkladu mozna juz przybliza¢ przy mniejszym rozmiarze proby. Wiadomo, ze
ciagi rozkladoéw symetrycznych sa zwykle szybciej zbiezne do rozkladu normal-
nego. Zatem w szczegodlnosci logarytmowanie wartosci zmiennej diagnostycznej
powinno spowodowac szybsza zbieznosé¢ rozkladu statystyk testowych okreslo-
nych wzorami (8) i (15) do rozkladu normalnego. W tej sytuacji trzeba jeszcze
pamietaé, ze formalnie nie mamy juz do czynienia z weryfikacja hipotezy staty-
stycznej o wartosci oczekiwanej zmiennej diagnostycznej Y, lecz z testowaniem
hipotezy o nadziei matematycznej jej logarytmu, czyli E(In(Y)). Zarysowana
wlasnie procedura umozliwi wyznaczenie wartosci krytycznych rozwazanych
testow juz przy mniejszym rozmiarze proby. Wspomnijmy jeszcze, iz w litera-
turze statystycznej rozwaza sie takze inne transformacje symetryzujace roz-
klady zmiennych losowych, por. np. Carroll i Ruppert (1988) lub Yeo i Johnson
(2000).

Z zalozenia o stabilno$ci wariancji zmiennej diagnostycznej wynika, ze wa-
riancja uzytego do konstrukcji sprawdzianu testu estymatora regresyjnego Sred-
niej zmiennej diagnostycznej bedzie malala wraz z biegiem czasu, czyli gdy
liczba branych pod uwage okreséw czasu D bedzie rosta, co skutkuje wzrostem
liczebnosci Iacznej proby, ktoéra oznaczono przez n. Mozna wykazaé, ze to auto-
matycznie spowoduje wzrost mocy proponowanego testu statystycznego, czyli
zwieksza prawdopodobiefistwo niepopelnienia btedu drugiego rodzaju. Innymi
stowy to prowadzi do zmniejszenia ryzyka, mierzonego prawdopodobienstwem
popelnienia biedu II rodzaju, czyli akceptacji nieprawidlowo przebiegajacego
procesu produkcyjnego. Jednak bardziej konkretne wyniki w tym zakresie beda
mozliwe po przeprowadzeniu odpowiednio zaplanowanego i wykonanego ba-
dania symulacyjnego mocy proponowanego testu.
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