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ABSTRACT

J. Marzec, J. Osiewalski. Bivariate ZIP-CP type model in the joint analysis of count variables. Folia Oeco-
nomica Cracoviensia 2012, 53: 5-20.

In the paper a generalization of the Berkhout and Plug (2004) bivariate Poisson regression model is
proposed; in the Berkhout and Plug model one of the variables has the marginal Poisson distribu-
tion, while the other follows the conditional Poisson distribution. In the new model the marginal
distribution is of the ZIP type and has the same parameterization as the hurdle model. Bayesian
estimation of the model and the formal Bayesian comparison of its two alternative specifications
are presented. The empirical example concerns joint modelling of the number of cash payments
and bank card payments in Poland as well as inference on their correlation.

STRESZCZENIE

W pracy zaproponowano uogélnienie modelu dwuwymiarowej regresji poissonowskiej, ktory
wprowadzili Berkhout i Plug (2004), przyjmujacy brzegowy rozklad Poissona dla jednej zmiennej
i warunkowy rozktad Poissona dla drugiej. W nowym modelu rozklad brzegowy jest typu ZIP
i ma taka parametryzacje jak w modelu plotkowym. Przedstawiono bayesowska estymacje tego
modelu i formalne bayesowskie poréwnanie dwdch alternatywnych jego specyfikacji. Przyklad
empiryczny dotyczy Iacznego modelowania i wnioskowania o korelacji miedzy liczbg platnosci
karta i gotowka w Polsce.
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dwuwymiarowe modele regresji Poissona, model Poissona z nadwyzka zer,
platnosci kartg platnicza i gotowka.



1. WPROWADZENIE

Regresja poissonowska jest podstawowym modelem analizy zmiennych licz-
nikowych (tj. o wartosciach caltkowitych nieujemnych). Istnieja jej dwuwymia-
rowe uogodlnienia; niektére nakladajg ograniczenia na korelacje miedzy zmien-
nymi, inne prowadza do komplikacji natury statystyczno-numerycznej; zob.
np. Kocherlakota i Kocherlakota (1992), Winkelman (2008). Na tym tle obiecu-
jacy jest model, ktéry zaproponowali Berkhout i Plug (2004) przyjmujac brze-
gowy rozklad Poissona dla jednej zmiennej oraz warunkowy rozklad Poissona
dla drugiej (przy ustalonej pierwszej). Model P-CP (Poisson — conditional Pois-
son) jest latwy w estymacji i dopuszcza korelacje réznego znaku (dodatnia albo
ujemna), ale znak ten zalezy od znaku jednego parametru, a nie od zmiennych
objasniajacych; zob. takze Marzec (2012). Model P-CP zostal uzyty w Polsce do
badania zalezno$ci miedzy liczbg transakcji dokonywanych gotéwka i liczba
transakcji dokonywanych kartg bankowa (zob. Polasik, Marzec, Fiszeder, Gérka
(2012)); wbrew intuicji korelacja miedzy nimi okazala sie dodatnia, co skiania
do ponowienia badan, ale po rozszerzeniu ograniczonej specyfikacji Berkhouta
i Pluga.

Modele regresji dla skokowej zmiennej objasnianej z nadmierng liczba zer
zostaly spopularyzowane przede wszystkim przez artykul Lamberta (1992).
Cameron i Trivedi (1998, 2005) oraz Winkelman (2008) przedstawiaja ekonome-
tryczne modele danych licznikowych z przykiadami ich zastosowan w ekono-
mii. W pracy rozwazamy uogolnienie modelu P-CF, polegajace na zastgpieniu
brzegowego rozkladu Poissona pierwszej z dwéch zmiennych rozkladem typu
ZIP (zero inflated Poisson), przy pozostawieniu warunkowego rozkladu Poissona
drugiej zmiennej. Rozklad typu ZIP moze mie¢ uzasadnienie w wielu sytuacjach
praktycznych, gdyz bywa tak, ze zerowa warto$¢ zmiennej obserwowanej jest
jakosciowo odmienna od innych wartosci. Proponowana w tej pracy parame-
tryzacja odpowiada tzw. modelowi plotkowemu (ang. hurdle model). Osiewalski
(2012) wprowadzil skokowy rozklad dwuwymiarowy, nazwany ZIP-CP (ZIP
— conditional Poisson) i podal jego momenty. Model dwuwymiarowej regresji
poissonowskiej, oparty na rozkladzie ZIP-CP prowadzi do znaku kowariancji
zaleznego od wartosci zmiennych objasniajacych. Gléwnym celem pracy jest
omoéwienie estymacji i empirycznego wykorzystania tego modelu statystycznego,
nazwanego tez ZIP-CP (tak, jak lezacy u jego podstaw typ rozkiadu).

W nastepnej czesci pracy przedstawiamy zwiezle rozklady P-CP i ZIP-CE
skupiajac uwage na momentach rzedu 1i 2 oraz wspoélczynniku korelacji. W trze-
ciej omawiamy model statystyczny typu ZIP-CP i jego ujecie bayesowskie, za$
w czwartej prezentujemy przyklad empiryczny.



2. ROZKLADY P-CP I ZIP-CP
ORAZ ZWIAZEK MIEDZY ICH MOMENTAMI

Rozwazamy lgczny rozklad prawdopodobienstwa dwdch zmiennych losowych
(Y, Y,) — przyjmujacych wartosci calkowite nieujemne — i przedstawiamy go
nastepujaco:

Pril; =0, Y, = jy =Pril; =i} Pril, = j| Y =i} = g() 1(j,0), (5, JENU0)). (1)

Jesli rozklad brzegowy zmiennej Y; jest rozkladem Poissona o wartosci oczekiwa-
nej i wariangji 44, a rozklad warunkowy Y, przy ustalonej wartosci zmiennej Y;
jest rozktadem Poissona o wartosci oczekiwanej i wariancji A,exp(aY), czyli

g(i) = exp(=4) (4)' /i, h(j,i) = exp[-4, exp(cd)(4,) exp(edf)/ ! (2)

to mamy rozklad dwuwymiarowy P-CP (Poisson — conditional Poisson), ktéry za-
proponowali Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci
nastepujacych momentow:

E(Y)) = 4, exp[4(e” - 1)), 3)
E[(Y,)"]= E(%,) +[E(Y)T explA (" ~1)’]. 4)
Var(Y,) = E(Y,) +[E(Y,)T {exp[ 4 (e ~1)"] -1}, ®)
E(YY,) = Ae"E(L). (6)

Jesli a#0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y, jest wigksza od wartoéci
oczekiwanej (3). Zalezno$¢ miedzy obu zmiennymi sprawia, ze brzegowy roz-
klad zmiennej Y, odpowiada empirycznie czestej sytuacji zwiekszonej wariancji
danych licznikowych. Brzegowy rozklad zmiennej Y, czyli rozklad Poissona, nie
ma tej wlasciwosci. Jest to pierwszy powd6d uogodlnienia dwuwymiarowego roz-
ktadu P-CP przez wprowadzenie rozkladu ZIP na miejsce brzegowego rozkladu
Poissona. Nalezy tez zauwazy¢, ze znak kowariancji miedzy Y; i Y5, czyli znak
wyrazenia

Cov(¥,, Y,) = E(¥,) - EQDE(Y,) = A,(¢" ~DE(Y,), 7)

zalezy jedynie od znaku stalej rzeczywistej o, a nie od wielkosci A, A,, para-
metryzowanych glebiej (uzaleznianych od zmiennych objasniajacych) w staty-
stycznych zastosowaniach tego modelu probabilistycznego. W tej czesci krétko
przedstawimy uogdlnienie, ktére wprowadzil Osiewalski (2012), dopuszczajace
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zwigzek znaku kowariancji i wielkosci A;, co w analizach statystycznych stwarza
mozliwo$¢ uzmiennienia tego znaku, w zaleznosci od wartosci zmiennych obja-
$niajacych poziom A;.

Obecnie rozwazamy inny, ogélniejszy niz (1) przypadek, w ktérym Igczny
rozklad prawdopodobienstwa Pr'{Y =i, Y, = j} zmiennych (Y;, Y;) o wartosciach
nieujemnych (i, j € N U{0}) jest okreSlony przez ten sam warunkowy rozklad Y,
przy ustalonym Y7:

PriY, = j|Y, =i} = h(j,i) =Pr{Y, = j| ¥, =i} ®)

oraz rozklad brzegowy zmiennej Yy, ktéry odmiennie niz w (1) traktuje wartosc 0:

y dlai=0,
P * Y = o = * . = _
1-¢(0)

gdzie ¥ jest ustalong liczbg z przedziatu (0, 1), za$ funkcje g i & sg takie same jak

w (1). Jesli y = g(0), to Pr'{Y¥, =i} = g (i) = g(i) = Pr{¥, =i} i oba rozklady laczne

sa identyczne. Jesli Y#g(0) a funkcje ¢ i h zadane sa wzorami (2), czyli s poisso-

nowskie, to brzegowy rozklad zmiennej Y jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson),

za$ warunkowy dla Y, pozostaje rozkladem Poissona. Rozklad taki oznaczamy
ZIP-CE a jego momenty maja ogolna postac

E' (X" = (1-g(0) [(1-NEX"L") +(y - g(0)0"E(X," | ¥, = 0)],  (10)

gdzie wykorzystuje si¢ znang posta¢ momentéw rozktadu P-CE. W szczeg6lnosci:

E' (%) =(1-g(0))'A-nEX) = 1-g(0)"'(1-)A, (11)

E'(Y)=(1-g(0) " (1-E®X) = (1-gO) ' A=A+ 4), (12)

E'(Y,) = (1-g(0)) (1= NE®,) +(r - g(0)A,], (13)

E'(Y,)) = (1-g(0) (1= NEX) +(7 - g(O) A1+ L), (14)

E"(¥Y,) = 1-g(0)) (1= NEXY,) = (1-g(0))" (1= )4 exp(@)E(Y,),  (15)

*

1=y y —g(0)
Var'(Y)) _71_g(0)11(1+71_g(0) A)s (16)



l-y -2(0) L r-80) 2(0)
Var'(Y,) = , Y, , 17
ar’(Y,) (0){ ar(Y,) + 1_ (0)[ ) -AT + Iy A} (17)
Cov*(Yl,Yz)= - ){CO(I,Y) g(O)ﬂq[E(Y) Al}s (18)

co prowadzi do wspoétczynnika korelacji postaci

cont, 1)+ 7 8O 41w - 4]

Corr' (8. 1) - © 0 (010) 0,
J&( 72800 L (Y)J EEW) - AT+ 78 2y
1-¢(0) ~¢(0) -y

gdzie E(Y,), Var(Y,) i Cov(Yy, Y;) sa momentami rozkladu P-CP danymi w (3), (5)
i (7). Rbwnowazny zapis kowariancji w rozkladzie ZIP-CP to (po prostych prze-
ksztatceniach)

Cov' (Y, Y,) = (1- g(0))>(1- ) A[(1 - g(0)) exp(@) E(Y,) - (1- ) E(Y,) = (7 - g(0))4,] 20
= (1-exp(-4)) " (1- N)AL{[(1-exp(-4))e” = (1- y)]exp(4 (e —1))-y+eXp(—ﬂ1)}.

Widzimy, ze zmienne losowe (Y73, Y;) o lacznym rozkladzie prawdopodobienstwa
ZIP-CP
1) sa skorelowane ujemnie, jesli

[(1-exp(=4))e” - (1-y)]exp(4(e” 1)) <y —exp(-4),
2) sa skorelowane dodatnio, jesli

[(—exp(=A))e” —(1-7)]exp(4(e” ~1) > y —exp(-4),
3) sa nieskorelowane, jesli

[ -exp(=A4))e” = (1-y)]exp(4 (e” —1)) = y —exp(-4).

W przypadku y = g(0) =exp(-4,), czyli brzegowego rozkladu Poissona dla
Y;, ktéry przyjeli Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formula kowariancji
(18) i (20) sprowadza sie do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji
zalezy jedynie od znaku stalej o. W pozostalych przypadkach, tj. gdy brzegowy
rozklad dla Y jest typu ZIP, znak kowariangji (20) zalezy od wartosci przyjmo-
wanych przez A; i & (a nie tylko od znaku tej drugiej stalej). Oczywiscie, kon-
kretna warto$¢ kowariancji w rozkladzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz wartosc¢
wspolczynnika korelacji (19) zaleza od wszystkich stalych wystepujacych w funk-
cji prawdopodobienstwa tego rozkladu, tj. od y, A1, A, 1 a.

Zauwazmy tez, ze zwiekszenie prawdopodobiefistwa zerowej wartosci Y,
(w stosunku do rozkladu Poissona o wartosci oczekiwanej i wariangji 1), czyli
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przyjecie rozkladu ZIP z y > g(0), prowadzi do wariancji (16) wigkszej niz war-
tos¢ oczekiwana (11). Zatem rozklad ZIP-CP umozliwia modelowanie zwiekszo-
nej wariancji obu obserwowanych zmiennych licznikowych, chociaz nie sa one
traktowane symetrycznie.

3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP

Rozwazamy T stochastycznie niezaleznych dwuwymiarowych zmiennych loso-
wych (Y, Yoi t=1,2,...,T) o réznych rozkladach typu ZIP-CP postaci

Pr{Y, =i, Y, = j} =g (Dh(j,0) (i, jJENULO}), (21)
y, dlai=0,
PriY, =iy=g ()= 1-y,
—tgz(l)
l_gz(o)
dlai€N; g,(i)=exp(-4,) (A”)i /i, (22)

Pr{Y,, = j1Y, =i} = h,(j,i) = exp[~A,, exp(a)](4y,) exp(aif)/ /!, (23)

A, =exp(x,fB), Ay =expw,f,),
Ve = exp(—e‘s/'th) = exp(— CXp(5 + ‘xtﬂl ), (24)

gdzie x; i w; sqa wierszami wartosci zmiennych objasniajacych, ktére moga sie
pokrywacé (w czesci lub w calosci). Zmienne objasniajace okreslaja prawdopodo-
biefistwa pojawienia si¢ poszczegolnych wartosci zmiennych Yy, i Yy, a wplyw
zmiennych objasniajacych na te prawdopodobienstwa jest determinowany wiel-
koscig poszczegdlnych sktadowych kolumn S i 3, oraz wielkoscig parametru &,
przy czym parametr § decyduje o wielkosci odchylenia prawdopodobienstwa, ze
Y1;=0, od warto$ci wynikajacej z rozkladu Poissona. W tak okreslonym parame-
trycznym modelu statystycznym wektor parametréow 0 jest kolumna grupujaca
6, a, By i B,. Zauwazmy, ze momenty rozkladu tacznego pary (Y3, Yy), podane
w poprzedniej czesci pracy, zaleza teraz od zmiennych objasniajacych.

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem
plotkowym — ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Poréw-
nanie tej specyfikacji z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008).
Gléwnymi zaletami naszej propozycji sa prostota parametryzacji i stad wzgledna
tatwos¢ estymacji, a zwlaszcza prostota testowania zasadnosci redukcji nowego
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modelu do standardowego modelu Poissona. Poréwnywanie oryginalnego mo-
delu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastrecza problemy zwigzane ze
specyfikacjami (hipotezami) niezagniezdzonymi; zob. Winkelman (2008), str. 188.

Jesli zaobserwowano Yy;=yy; i Yo, =yy (t=1,2,..,T), to odpowiadajaca tym
warto$ciom funkcja wiarygodnos$ci ma postacé

1-7
! h ,
|:t:ylHO 1 —gt(O) gt(ylt) t(y2[7y][) (25)

gdzie y oznacza macierz (2xT) zawierajaca zaobserwowane wartosci zmiennych
Yipi Yy

W empirycznych zastosowaniach tego modelu wazne jest nie tyle wniosko-
wanie 0 0= (5, a, By B./), ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru
0 — takich, jak prawdopodobienstwa laczne, brzegowe i warunkowe réznych
wartoSci pary (Y3, Yy) oraz momenty i inne charakterystyki jej rozktadu. Mato-
probkowe wnioskowanie zaréwno o 6, jak i nieliniowych funkcjach 6, mozliwe
jest na gruncie statystyki bayesowskiej, ktérej podstawy i przyklady zastosowan
w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentujg np. Osiewalski (2001),
Osiewalski i Pajor (2010).

Jak wiadomo, podejécie bayesowskie sprowadza sie do okreslenia na prze-
strzeni parametréw miary probabilistycznej (lub przynajmniej o-skonficzonej)
zwanej rozkladem a priori, a nastepnie wykorzystania funkcji wiarygodnosci
do uzyskania rozkladu a posteriori parametrow (warunkowego wzgledem da-
nych i reprezentujgcego koncowag wiedze o 8). W szczegdlnoéci waznym za-
daniem jest okreslenie kierunku i sily korelacji miedzy Y3, i Yy, czyli podanie
(dla danego t) prawdopodobienstwa a posteriori ujemnej korelacji, tj. warunku
[(1 - eXp(_Alt))ea - (1 - }/t)] exp(/llt(ea - 1)) <V:- exp(_/llt)ff oraz prezentacja pel-
nego rozkladu a posteriori wspolczynnika korelacji o ogodlnej postaci (19). Do-
datkowa mozliwoscig jest formalne bayesowskie poréwnanie empirycznej ade-
kwatnosci dwdéch niezagniezdzonych modeli ZIP-CD odpowiadajgcych zamianie
kolejnosci zmiennych objasnianych (czyli ich numeracji). Stwarza to nowe pole
badan statystycznych. Badanie adekwatnosci prostszego modelu P-CE ktéry za-
proponowali Berkhout i Plug (2004), sprowadza si¢ w ramach specyfikacji (21)-(24)
do testowania prostej hipotezy § =0; mozna to przeprowadzi¢ formalnie — po-
réwnujgc czynniki Bayesa dwdch niezagniezdzonych modeli z § =01 6#0 — lub
uzy¢ nieformalnego, ale prostszego, testu typu Lindleya w ogélniejszym modelu,
dopuszczajacym dowolng rzeczywistg warto$¢ 8. Dodajmy, ze 6 >0 (6 < 0) ozna-
cza prawdopodobiefistwo zerowej wartosci zmiennej Y;; mniejsze (wieksze) niz
w modelu Poissona. Zatem wazng kwestig jest obliczenie prawdopodobienstwa
a posteriori takiej sytuacji.

Aby okresli¢ bayesowski model typu ZIP-CE nalezy przyja¢ rozklad a priori
wektora 6. W pierwszej pracy dotyczacej takiego modelu proponujemy zatozy¢

L@y)=|T] 7. h(0:0)

:31,=0
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niezalezno$¢ a priori parametrow i dla kazdego indywidualnie przyjac¢ standar-
dowy rozkiad normalny N(0, 1). Zerowe wartosci oczekiwane a priori 0znaczaja,
ze najwieksza szanse dajemy wstepnie najprostszemu modelowi, w ktérym {Y7;}
i {Yy} sa niezaleznymi od siebie probami losowymi prostymi z dwdch rozkladéw
Poissona. Jednostkowe odchylenia standardowe a priori dajg gwarancje, Ze specy-
fikacje odlegle od tej najprostszej maja bardzo istotne wstepne szanse. Wydaje
sie, ze taki prosty laczny rozklad a priori niesie slabg tylko wiedze wstepna (nie
jest bardzo informacyjny) i gwarantuje tatwos¢ symulacji Monte Carlo z rozktadu
a posteriori, ale jego konkretna rola informacyjna (w stosunku do funkcji wiary-
godnosci) oraz wrazliwos¢ rozkladu a posteriori sa kwestiami empirycznymi, ktére
nalezy bada¢ odrebnie dla kazdego analizowanego zestawu dwuwymiarowych
danych licznikowych.

4. PRZYKEAD EMPIRYCZNY

W celu ilustracji empirycznej przydatnosci zaproponowanego modelu statystycz-
nego typu ZIP-CP oraz mozliwosci, jakie daje jego analiza bayesowska, wykorzy-
stamy dane, ktére Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka (2012) badali stosujac model
prostszy (P-CP), szacowany metoda najwiekszej wiarygodnosci. Dane przedsta-
wiaja liczbe platnosci gotéwka i kartg platnicza dokonanych (w miesigcu) przez
T =1190 os6b, ktére w pazdzierniku i listopadzie roku 2010 oraz w styczniu roku
2011 ankietowat Pentor. Wymienieni autorzy uzyskali i analizowali te dane w ra-
mach projektu badawczego finansowanego przez Narodowy Bank Polski w roku
2010. Wyniki te wskazywaly na dodatnia korelacje miedzy liczba platnosci go-
towka i kartg platnicza. Obecnie sprawdzimy, czy zastapienie brzegowego roz-
kladu Poissona jednej zmiennej rozkladem typu ZIP jest empirycznie zasadne,
a uzmiennienie w ten sposéb mozliwego znaku korelacji miedzy zmiennymi
wskaze na ujemna korelacje miedzy liczba platnosci gotowka i karta (dla przy-
najmniej czegsci respondentéw). W niniejszych badaniach, o charakterze przede
wszystkim metodycznym, wykorzystujemy dane surowe, tzn. bez indywidu-
alnych wag uwzgledniajacych reprezentatywnos¢ poszczegélnych obserwacji
(respondentéw) wchodzacych w sklad proby; Polasik, Marzec, Fiszeder i Gorka
(2012) uzyli danych wazonych.

W Tabeli 1 podajemy zmienne objasniajace i ich typowe wartosci, tj. Srednie
w przypadku zmiennych ciaglych i najczestsze dla zmiennych dychotomicz-
nych.

W Tabeli 2 przedstawiamy dwuwymiarowy rozklad empiryczny liczby plat-
noéci gotéwka i kartg oraz jego rozklady brzegowe. Srednia liczba platnosci
gotowka wynosi 20,5 (wariancja jest rowna 299), érednia liczba platnosci karta
wynosi 5 (przy wariancji 45), korelacje¢ empiryczng za$ charakteryzuje wspot-
czynnik réwny 0,008, wskazujacy na brak liniowej zaleznosci miedzy liczbg plat-
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Tabela 1

Informacje sumaryczne o zmiennych objasniajacych

Zmienna objasniajaca Srednia/ modalna
Pte¢ (1-mezczyzna, 0-kobieta) 0
Wiek (w latach) 40
Stan cywilny (1-zonaty lub zamezna, 0-nie) 1
Miejsce zamieszkania (1-miasto, 0 — wies) 1
Miesieczny dochdd w rodzinie (w tys. zl) 3,5
Wyksztalcenie (lata nauki) 12,5
Czy posiada internet (1-tak, 0-nie) 1

Zrédlo: opracowanie wlasne.

nosci kartg (Y7) i gotdwka (Y3). Dla obu zmiennych obserwujemy empiryczng
wariancje zwiekszona w stosunku do $redniej. Ponadto mozna zauwazy¢ roz-
nice miedzy rozkladami brzegowymi, tj. empiryczny rozklad Y, jest przesuniety
na prawo (na osi noénika rozkladu) wzgledem p* (y;), tzn. warto$¢ modalna
i mediana dla liczby transakcji gotdéwka sa wieksze niz dla platnosci karta. Dla
tej ostatniej formy platnosci obserwuje sie duza frakcje zer (34%), ktéra kontra-
stuje z niskim (okoto 0,007) prawdopodobiefistwem zera, obliczonym z rozkladu
Poissona o wartosci oczekiwanej réwnej Sredniej z préby (czyli 5). Dla platno-
Sci gotowka frakcja zer wynosi okolo 2%, co przewyzsza prawdopodobienstwo
z rozkladu Poissona réwne zaledwie 10°. W obu przypadkach wskazuje to na
potrzebe zastosowania rozkladéw z nadwyzka zer.

Uwzgledniamy te same zmienne objasniajace dla obu zmiennych liczniko-
wych, a zatem (biorac pod uwage wyrazy wolne w regresjach poissonowskich)
B 1 B, sa kolumnami 8-wymiarowymi, natomiast wektor wszystkich parametrow
0 jest kolumng 18-wymiarowq. Przypomnijmy, Ze 6 ma laczny normalny rozkiad
a priori o wartosciach oczekiwanych 0 i jednostkowej macierzy kowariancji. Probe
zalezna z 18-wymiarowego rozkladu a posteriori symulujemy za pomoca sekwen-
cyjnego lancucha Metropolisa i Hastingsa (M-H), tj. metody z grupy MCMC
(Markov Chain Monte Carlo). W przypadku obu modeli (M;: Yy; oznacza liczbe
platnosci karta a Y, — liczbe platnosci gotéwka, M,: na odwrét) przeprowa-
dzono 500 tysiecy losowan traktowanych jako préba z rozktadu a posteriori. Wcze-
$niej wykonano kilka milionéw losowan wstepnych (spalonych), badajac m.in.
wrazliwos¢ algorytmu M-H na jego punkty startowe w przestrzeni parametréw.

Na Wykresie 1 przedstawiono zbieznos¢ przyjetego tancucha M-H do roz-
kladu a posteriori w modelu M, ktéra jest zadawalajaca z uwagi na szybko stabili-
zujacy sie dla wszystkich parametrow przebieg tzw. standaryzowanych statystyk
sum skumulowanych (CuSum), tzn. $rednich arytmetycznych (z poszczegdlnych
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losowan) standaryzowanych koicowymi wartoSciami $rednich i odchylefi stan-
dardowych. W przypadku drugiego modelu zastosowany algorytm takze okazat
sie efektywnym narzedziem numerycznym.

02

0,15

0,1

0,05 Tt

0,05 “

-0,1

-0,15

02 -
Liczba losowan % 10

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 1. Zbieznoé¢ statystyk CuSum w modelu M,

Pierwsza kwestig, ktorg nalezy podda¢ empirycznej weryfikacji, jest wybor
jednej z dwoéch alternatywnych specyfikacji (M;, M) modelu statystycznego
typu ZIP-CP. Warto przypomnie¢, ze prawdopodobienstwo a posteriori modelu M;
(i=1,2) wyraza, zgodnie z wzorem Bayesa, formuta

p(Y|Mi ) p(Mi)
plyM, ) p(M,)+ ply|p, ) p(at,)

plM ly)= (26)

Mozna przyja¢ rébwne szanse a priori, p(M i) =0,5, bo brak jest teoretycz-
nych przeslanek do faworyzowania ktéregos modelu. Do poréwnania wystar-
czy wiec czynnik Bayesa, czyli iloraz brzegowych gestosci wektora obserwacji
BF = p(yM,)/ p(}M,); zob. Osiewalski (2001), Wréblewska (2009). Wyniki pre-
zentujemy w Tabeli 3.

Model M, jest kilkaset rzed6w wielkosci lepszy od M, i skupia prawie calag mase
prawdopodobienstwa a posteriori; prawdopodobienstwo a posteriori modelu M,
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wynosi praktycznie zero. Przewaga modelu M; w opisie badanego zjawiska jest
zdecydowana. W uzupelnieniu podajemy dla obu modeli wartosci funkcji wiary-
godnoéci L éNW; v, zob. wzdr (25), dla ocen najwiekszej wiarygodnosci, ktére zo-
staly wyznaczone w ramach numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu
M, otrzymano L’ (éNW; y)=55 235, a dla drugiej specyfikacji najwigksza wartos¢
funkcji wiarygodnosci byta nizsza, bowiem wyniosta 54 161. Z niebayesowskiego
punktu widzenia wynik poréwnania modeli oparty na kryterium informacyjnym
(ktérymkolwiek) takze wskazuje na adekwatnos$¢ modelu M; (w kontekscie M,).
Warto wspomnie¢, ze z uwagi na niestandardowa posta¢ modelu (21)—(24) za-
stosowanie deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodnosci
spotkalo si¢ z ogromnymi problemami obliczeniowymi. Numeryczne narzedzia
analizy bayesowskiej okazuja sie zatem przydatne takze w estymacji metoda naj-
wiekszej wiarygodnosci.

Tabela 3

Brzegowe gestosci wektora obserwacji i prawdopodobienstwa a posteriori obu modeli

M;: Yy, liczba platnodci karta, M,: Yy, liczba platnodci gotéwka,
Model .
Y, — gotowka Y, — karta
In p(y|M,) 55218,3 54142,8
LOglU BF - —467
Czynnik Bayesa (BF) - ~0
p(M,) 05 05
plu]y) ~1 =0

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Z uwagi na wyniki poréwnan modeli, dalsze rozwazania natury interpreta-
cyjnej beda opierac¢ sie na M;, a wyniki dla drugiego modelu bedg mialy cha-
rakter uzupetniajacy. W Tabeli 4 podano wartosci oczekiwane i odchylenia stan-
dardowe a posteriori parametrow naszej dwuwymiarowej regresji typu ZIP-CP
W M; wszystkie zmienne objasniajace istotnie wplywajq na liczbe platnosci go-
towka, natomiast tylko posiadanie internetu, wyksztalcenie i doch6éd powoduja
znaczace zroéznicowanie liczby platnosci karta. Oceny parametréw i bledy sza-
cunku, ktére podaja Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka (2012), sa bardzo zblizone
do bayesowskich wartosci oczekiwanych i odchylen standardowych a posteriori
prezentowanych w tej pracy — mimo, ze w naszych badaniach liczba zmiennych
objasniajacych jest ponad dwukrotnie mniejsza. Brzegowy rozklad a posteriori pa-
rametru & (Wykres 2) pokazuje, ze redukcja modelu ZIP-CP do P-CP jest bezza-
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sadna, gdyz prawdopodobienstwo zerowej liczby platnosci gotowka jest istotnie
wieksze niz wynikaloby to z rozkladu Poissona. Wartoé¢ oczekiwana a posteriori

dla & wynosi -1,876 przy odchyleniu standardowym 0,041.

Tabela 4
Wartosci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametréw modeli
Model M, M,
Zmienna/parametr E@©@]y) D(0|y) E@ly) D(y)

W17 0,909 0,098 -0,259 0,101

Ple¢ -0,045 0,025 0,006 0,026

g Wiek -0,002 0,001 -0,007 0,001

% Stan cywilny -0,047 0,029 0,056 0,031
B

_g Miejsce zamieszkania -0,007 0,028 0,077 0,030

Z Dochéd 0,051 0,010 0,094 0,011

Wyksztalcenie 0,056 0,006 0,089 0,006

Internet 0,360 0,039 0,558 0,042

W17 2,826 0,049 2,803 0,048

Ple¢ -0,102 0,013 -0,093 0,013

g Wiek 0,008 0,001 0,008 0,001

gb Stan cywilny -0,158 0,015 -0,152 0,014

l% Miejsce zamieszkania 0,145 0,015 0,133 0,015

:E Dochéd 0,016 0,006 0,019 0,005

= Wyksztalcenie -0,008 0,003 -0,004* 0,003

Internet -0,085 0,016 -0,066 0,016

o 0,004 0,001 0,0023 0,0007
19 -1,876 0,041 -1,638 0,053

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Zatem rozklad ten ulegl znacznemu przesunieciu w stosunku do rozkladu

a priori i jednocze$nie zmniejszylo sie jego rozproszenie. Dla « charakterystyki
te wynosza odpowiednio 0,004 i 0,001, wskazujac na istotnie dodatniq zaleznos¢
warunkowej Sredniej liczby platnosci kartg od liczby platnosci gotéwka. Brze-
gowy rozklad a posteriori parametru @ (Wykres 3) jest praktycznie ograniczony
do przedzialu (0,0006; 0,0076), czyli zawiera sie w przedziale o wysokiej gestosci
a priori, jednakze informacje z préby spowodowaly uzyskanie rozkladu o zna-

€Z3Co mniejszym rozproszeniu.



18

alfa

0800°0
9L00°0
TLOO0
8900°0
#900°0
0900°0
9500°0
TS00°0
L¥00°0
€700°0
6€00°0
$€00°0

W p(alfaly)

1€00°0
LTO00
€200°0
6100°0
#1000
0100°0
9000°0

Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 2. Brzegowy rozklad a posteriori parametru o

delta
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 3. Brzegowy rozklad a posteriori parametru 8
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_ —— p(corr_minly)

- - = -p(corr_med|y)

p(corr_maxly)
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Zrédlo: opracowanie wlasne.

Wykres 4. Rozklady a posteriori probkowych korelacji dla wybranych obserwacji

Osiewalski (2012) dowodzi, ze w modelu typu ZIP-CP dodatnio$¢ parame-
tru o nie musi oznacza¢ dodatniej korelacji probkowej zmiennych objasnianych
(jak to jest w modelu P-CP). Rozklady a posteriori probkowych korelacji trzech par
(Y1, Yor) — tych, dla ktérych wartosé oczekiwana a posteriori wspdlczynnika ko-
relacji jest najmniejsza, przecietna w sensie mediany i najwieksza — sa pokazane
na Wykresie 4. Dowodza one slabej, ale jedynie dodatniej korelacji miedzy licz-
bami platnosci gotéwka i kartg. Zastosowanie modelu bardziej adekwatnego, tj.
typu ZIP-CP zamiast P-CE nie zmienia (pod tym wzgledem) wymowy wynikéw,
ktoére podali Polasik, Marzec, Fiszeder i Gérka (2012).

5. PODSUMOWANIE

Zaproponowane uogoélnienie modelu P-CP okazalo si¢ uzasadnione w przy-
padku wstepnych badan dotyczacych preferencji polskich konsumentéw w wy-
borze metod platnosci. Wskazuje to na adekwatnos¢ modeli typu ZIP-CP w sy-
tuacjach, gdy obserwuje sie nadwyzke (badz deflacje) obserwacji zerowych lub
gdy dwie zmienne licznikowe, oddajace rezultaty decyzji konsumentéw, sa ze
soba potencjalnie skorelowane (ujemnie albo dodatnio). Podejécie bayesowskie
pozwolilo na estymacje parametréw rozwazanych modeli bez odwolywania sie
do aproksymacji asymptotycznych. Bayesowskie poréwnywanie mocy wyja-
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$niajacej konkurencyjnych (niezagniezdzonych) modeli formalnie potwierdzilo
wstepne wnioski uzyskane we wczesniejszych badaniach, a dotyczace wyboru
jednej z dwdch alternatywnych specyfikacji statystycznych w kontekscie zaob-
serwowanych danych.

Interesujacym kierunkiem dalszych badan jest zastosowanie dwuparametro-
wej rodziny rozkladéw Poissona (generalized Poisson distribution; zob. Consul i Jain
(1973), Famoye i Singh (2006)) dla brzegowego rozkladu zmiennej Y; badz takze
dla rozktadu warunkowego drugiej zmienne;j.
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