
F O L I A  O E C O N O M I C A  C R A C O V I E N S I A
Vol. LIII (2012)	 PL  ISSN  0071-674X

Dwuwymiarowy model TYPU ZIP-CP  
w łącznej analizie zmiennych licznikowych

Jerzy Marzec
Katedra Ekonometrii i Badań Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie

e-mail: marzecj@uek.krakow.pl

Jacek Osiewalski
Katedra Ekonometrii i Badań Operacyjnych Uniwersytetu Ekonomicznego w Krakowie

e-mail: eeosiewa@cyf-kr.edu.pl

ABSTRACT

J. Marzec, J. Osiewalski. Bivariate ZIP-CP type model in the joint analysis of count variables. Folia Oeco-
nomica Cracoviensia 2012, 53: 5–20.

In the paper a generalization of the Berkhout and Plug (2004) bivariate Poisson regression model is 
proposed; in the Berkhout and Plug model one of the variables has the marginal Poisson distribu-
tion, while the other follows the conditional Poisson distribution. In the new model the marginal 
distribution is of the ZIP type and has the same parameterization as the hurdle model. Bayesian 
estimation of the model and the formal Bayesian comparison of its two alternative specifications 
are presented. The empirical example concerns joint modelling of the number of cash payments 
and bank card payments in Poland as well as inference on their correlation.

STRESZCZENIE

W pracy zaproponowano uogólnienie modelu dwuwymiarowej regresji poissonowskiej, który 
wprowadzili Berkhout i Plug (2004), przyjmujący brzegowy rozkład Poissona dla jednej zmiennej 
i  warunkowy rozkład Poissona dla drugiej. W nowym modelu rozkład brzegowy jest typu ZIP 
i ma taką parametryzację jak w modelu płotkowym. Przedstawiono bayesowską estymację tego 
modelu i  formalne bayesowskie porównanie dwóch alternatywnych jego specyfikacji. Przykład 
empiryczny dotyczy łącznego modelowania i wnioskowania o korelacji między liczbą płatności 
kartą i gotówką w Polsce.
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1. WPROWADZENIE

Regresja poissonowska jest podstawowym modelem analizy zmiennych licz-
nikowych (tj. o wartościach całkowitych nieujemnych). Istnieją jej dwuwymia-
rowe uogólnienia; niektóre nakładają ograniczenia na korelację między zmien-
nymi, inne prowadzą do komplikacji natury statystyczno-numerycznej; zob. 
np. Kocherlakota i Kocherlakota (1992), Winkelman (2008). Na tym tle obiecu-
jący jest model, który zaproponowali Berkhout i Plug (2004) przyjmując brze-
gowy rozkład Poissona dla jednej zmiennej oraz warunkowy rozkład Poissona 
dla drugiej (przy ustalonej pierwszej). Model P-CP (Poisson —  conditional Pois-
son) jest łatwy w estymacji i dopuszcza korelację różnego znaku (dodatnią albo 
ujemną), ale znak ten zależy od znaku jednego parametru, a nie od zmiennych 
objaśniających; zob. także Marzec (2012). Model P-CP został użyty w Polsce do 
badania zależności między liczbą transakcji dokonywanych gotówką i liczbą 
transakcji dokonywanych kartą bankową (zob. Polasik, Marzec, Fiszeder, Górka 
(2012)); wbrew intuicji korelacja między nimi okazała się dodatnia, co skłania 
do ponowienia badań, ale po rozszerzeniu ograniczonej specyfikacji Berkhouta  
i Pluga.

Modele regresji dla skokowej zmiennej objaśnianej z nadmierną liczbą zer 
zostały spopularyzowane przede wszystkim przez artykuł Lamberta (1992). 
Cameron i Trivedi (1998, 2005) oraz Winkelman (2008) przedstawiają ekonome-
tryczne modele danych licznikowych z przykładami ich zastosowań w ekono-
mii. W pracy rozważamy uogólnienie modelu P-CP, polegające na zastąpieniu 
brzegowego rozkładu Poissona pierwszej z dwóch zmiennych rozkładem typu 
ZIP (zero inflated Poisson), przy pozostawieniu warunkowego rozkładu Poissona 
drugiej zmiennej. Rozkład typu ZIP może mieć uzasadnienie w wielu sytuacjach 
praktycznych, gdyż bywa tak, że zerowa wartość zmiennej obserwowanej jest 
jakościowo odmienna od innych wartości. Proponowana w tej pracy parame-
tryzacja odpowiada tzw. modelowi płotkowemu (ang. hurdle model). Osiewalski 
(2012) wprowadził skokowy rozkład dwuwymiarowy, nazwany ZIP-CP (ZIP 
—  conditional Poisson) i podał jego momenty. Model dwuwymiarowej regresji 
poissonowskiej, oparty na rozkładzie ZIP-CP, prowadzi do znaku kowariancji 
zależnego od wartości zmiennych objaśniających. Głównym celem pracy jest 
omówienie estymacji i empirycznego wykorzystania tego modelu statystycznego, 
nazwanego też ZIP-CP (tak, jak leżący u jego podstaw typ rozkładu). 

W następnej części pracy przedstawiamy zwięźle rozkłady P-CP i ZIP-CP, 
skupiając uwagę na momentach rzędu 1 i 2 oraz współczynniku korelacji. W trze-
ciej omawiamy model statystyczny typu ZIP-CP i jego ujęcie bayesowskie, zaś 
w czwartej prezentujemy przykład empiryczny.
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2. ROZKŁADY P-CP I ZIP-CP  
ORAZ ZWIĄZEK MIĘDZY ICH MOMENTAMI

Rozważamy łączny rozkład prawdopodobieństwa dwóch zmiennych losowych 
(Y1, Y2) — przyjmujących wartości całkowite nieujemne — i przedstawiamy go 
następująco:
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Jeśli rozkład brzegowy zmiennej Y1 jest rozkładem Poissona o wartości oczekiwa-
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brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 

}|Pr{),(}|{Pr 1212
* iYjYijhiYjY ======    (8) 

oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 

!
"

!
#

$

%
&

&

=

===
,)(

)0(1
1

,0
)(}{Pr *

1
*

Nidlaig
g

idla
igiY '

'
   (9) 

gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
'=g(0), to }Pr{)()(}{Pr 1

*
1

* iYigigiY =====  i oba rozk"ady "%czne s% identyczne. Je#li 
'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 

)]0|(0))0(()()1[())0(1()( 1221
1

21
* =!+!!= ! YYEgYYEgYYE nmnmnm "" ,  (10) 

gdzie wykorzystuje si& znan% posta) momentów rozk"adu P-CP. W szczególno#ci: 

1
1

1
1

1
* )1())0(1()()1())0(1()( !"" ##=##= ## gYEgYE ,   (11) 

)1()1())0(1()()1())0(1()( 11
12

1
12

1
* !!"" +##=##= ## gYEgYE ,  (12) 

	 (3)

	

 7 

to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 

)]1(exp[)( 122 != "## eYE ,     (3) 

])1(exp[)]([)(])[( 2
1

2
22

2
2 !+= "# eYEYEYE ,    (4) 

}1])1({exp[)]([)()( 2
1

2
222 !!+= "# eYEYEYVar ,   (5) 

)()( 2121 YEeYYE !"= .      (6) 

Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 

}|Pr{),(}|{Pr 1212
* iYjYijhiYjY ======    (8) 

oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 

!
"

!
#

$

%
&

&

=

===
,)(

)0(1
1

,0
)(}{Pr *

1
*

Nidlaig
g

idla
igiY '

'
   (9) 

gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
'=g(0), to }Pr{)()(}{Pr 1

*
1

* iYigigiY =====  i oba rozk"ady "%czne s% identyczne. Je#li 
'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 

)]0|(0))0(()()1[())0(1()( 1221
1

21
* =!+!!= ! YYEgYYEgYYE nmnmnm "" ,  (10) 

gdzie wykorzystuje si& znan% posta) momentów rozk"adu P-CP. W szczególno#ci: 

1
1

1
1

1
* )1())0(1()()1())0(1()( !"" ##=##= ## gYEgYE ,   (11) 

)1()1())0(1()()1())0(1()( 11
12

1
12

1
* !!"" +##=##= ## gYEgYE ,  (12) 

	 (4)

	

 7 

to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 

)]1(exp[)( 122 != "## eYE ,     (3) 

])1(exp[)]([)(])[( 2
1

2
22

2
2 !+= "# eYEYEYE ,    (4) 

}1])1({exp[)]([)()( 2
1

2
222 !!+= "# eYEYEYVar ,   (5) 

)()( 2121 YEeYYE !"= .      (6) 

Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
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statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
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Jeśli a ≠ 0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest większa od wartości 
oczekiwanej (3). Zależność między obu zmiennymi sprawia, że brzegowy roz-
kład zmiennej Y2 odpowiada empirycznie częstej sytuacji zwiększonej wariancji 
danych licznikowych. Brzegowy rozkład zmiennej Y1, czyli rozkład Poissona, nie 
ma tej właściwości. Jest to pierwszy powód uogólnienia dwuwymiarowego roz-
kładu P-CP przez wprowadzenie rozkładu ZIP na miejsce brzegowego rozkładu 
Poissona. Należy też zauważyć, że znak kowariancji między Y1 i Y2, czyli znak 
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zależy jedynie od znaku stałej rzeczywistej a, a nie od wielkości m1, m2, para-
metryzowanych głębiej (uzależnianych od zmiennych objaśniających) w staty-
stycznych zastosowaniach tego modelu probabilistycznego. W tej części krótko 
przedstawimy uogólnienie, które wprowadził Osiewalski (2012), dopuszczające 
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związek znaku kowariancji i wielkości m1, co w analizach statystycznych stwarza 
możliwość uzmiennienia tego znaku, w zależności od wartości zmiennych obja-
śniających poziom m1. 
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uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
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zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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oraz rozkład brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie niż w (1) traktuje wartość 0:
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to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 
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Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 

}|Pr{),(}|{Pr 1212
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oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
'=g(0), to }Pr{)()(}{Pr 1

*
1

* iYigigiY =====  i oba rozk"ady "%czne s% identyczne. Je#li 
'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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gdzie c jest ustaloną liczbą z przedziału (0, 1), zaś funkcje g i h są takie same jak 
w (1). Jeśli c = g(0), to 
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to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 
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Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 

}|Pr{),(}|{Pr 1212
* iYjYijhiYjY ======    (8) 

oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
'=g(0), to }Pr{)()(}{Pr 1

*
1

* iYigigiY =====  i oba rozk"ady "%czne s% identyczne. Je#li 
'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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gdzie wykorzystuje si& znan% posta) momentów rozk"adu P-CP. W szczególno#ci: 
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 i oba rozkłady łączne 
są identyczne. Jeśli c ≠ g(0) a funkcje g i h zadane są wzorami (2), czyli są poisso-
nowskie, to brzegowy rozkład zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), 
zaś warunkowy dla Y2 pozostaje rozkładem Poissona. Rozkład taki oznaczamy 
ZIP-CP, a jego momenty mają ogólną postać
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to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 
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Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  

)()1()()()(),( 21212121 YEeYEYEYYEYYCov !=!= "# ,   (7) 

zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21

* jYiY ==  zmiennych (Y1, Y2) o warto#ciach nieujemnych 
})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 

}|Pr{),(}|{Pr 1212
* iYjYijhiYjY ======    (8) 

oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
'=g(0), to }Pr{)()(}{Pr 1

*
1

* iYigigiY =====  i oba rozk"ady "%czne s% identyczne. Je#li 
'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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gdzie wykorzystuje się znaną postać momentów rozkładu P-CP. W szczególności:
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to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 
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Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  
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zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21
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})0{,( !"Nji jest okre#lony przez ten sam warunkowy rozk"ad Y2 przy ustalonym Y1: 
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oraz rozk"ad brzegowy zmiennej Y1, który odmiennie ni$ w (1) traktuje warto#) 0: 
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
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zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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to mamy rozk"ad dwuwymiarowy P-CP (Poisson – conditional Poisson), który zaproponowali 
Berkhout i Plug (2004) i uzyskali dla niego wyniki m.in. w postaci nast&puj%cych momentów: 
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Je#li "&0, to bezwarunkowa wariancja (5) zmiennej Y2 jest wi&ksza od warto#ci oczekiwanej 
(3). Zale$no#) mi&dzy obu zmiennymi sprawia, $e brzegowy rozk"ad zmiennej Y2 odpowiada 
empirycznie cz&stej sytuacji zwi&kszonej wariancji danych licznikowych. Brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1, czyli rozk"ad Poissona, nie ma tej w"a#ciwo#ci. Jest to pierwszy powód 
uogólnienia dwuwymiarowego rozk"adu P-CP przez wprowadzenie rozk"adu ZIP na miejsce 
brzegowego rozk"adu Poissona. Nale$y te$ zauwa$y), $e znak kowariancji mi&dzy Y1 i Y2, 
czyli znak wyra$enia  
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zale$y jedynie od znaku sta"ej rzeczywistej ", a nie od wielko#ci !1, !2, parametryzowanych 
g"&biej (uzale$nianych od zmiennych obja#niaj%cych) w statystycznych zastosowaniach tego 
modelu probabilistycznego. W tej cz&#ci krótko przedstawimy uogólnienie, które wprowadzi" 
Osiewalski (2012), dopuszczaj%ce zwi%zek znaku kowariancji i wielko#ci !1, co w analizach 
statystycznych stwarza mo$liwo#) uzmiennienia tego znaku, w zale$no#ci od warto#ci 
zmiennych obja#niaj%cych poziom !1.  

Obecnie rozwa$amy inny, ogólniejszy ni$ (1) przypadek, w którym "%czny rozk"ad 
prawdopodobie(stwa },{Pr 21
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gdzie ' jest ustalon% liczb% z przedzia"u (0, 1), za# funkcje g i h s% takie same jak w (1). Je#li 
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'-g(0) a funkcje g i h zadane s% wzorami (2), czyli s% poissonowskie, to brzegowy rozk"ad 
zmiennej Y1 jest typu ZIP (Zero Inflated Poisson), za# warunkowy dla Y2 pozostaje rozk"adem 
Poissona. Rozk"ad taki oznaczamy ZIP-CP, a jego momenty maj% ogóln% posta) 
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gdzie wykorzystuje si& znan% posta) momentów rozk"adu P-CP. W szczególno#ci: 
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co prowadzi do wspó"czynnika korelacji postaci  
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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co prowadzi do wspó"czynnika korelacji postaci  
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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co prowadzi do wspó"czynnika korelacji postaci  
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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co prowadzi do wspó"czynnika korelacji postaci  
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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co prowadzi do wspó"czynnika korelacji postaci  
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 

	 (18)

co prowadzi do współczynnika korelacji postaci 
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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 (20) 

Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 

	(19)

gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) są momentami rozkładu P-CP danymi w (3), (5) 
i (7). Równoważny zapis kowariancji w rozkładzie ZIP-CP to (po prostych prze-
kształceniach)
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 

(20)

Widzimy, że zmienne losowe (Y1, Y2) o łącznym rozkładzie prawdopodobieństwa 
ZIP-CP 
1)	 są skorelowane ujemnie, jeśli 
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 

,

2)	 są skorelowane dodatnio, jeśli 
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
Równowa$ny zapis kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP to (po prostych przekszta"ceniach) 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 

,

3)	 są nieskorelowane, jeśli 
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gdzie E(Y2), Var(Y2) i Cov(Y1, Y2) s% momentami rozk"adu P-CP danymi w (3), (5) i (7). 
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Widzimy, $e zmienne losowe (Y1, Y2) o "%cznym rozk"adzie prawdopodobie(stwa ZIP-CP  

1) s% skorelowane ujemnie, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$<$$$$$ ee , 

2) s% skorelowane dodatnio, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$>$$$$$ ee , 

3) s% nieskorelowane, je#li )exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 !"!"! ## $$=$$$$$ ee . 

W przypadku )exp()0( 1!" #== g , czyli brzegowego rozk"adu Poissona dla Y1, który 
przyj&li Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formu"a kowariancji (18) i (20) sprowadza 
si& do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji zale$y jedynie od znaku sta"ej (. 
W pozosta"ych przypadkach, tj. gdy brzegowy rozk"ad dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji 
(20) zale$y od warto#ci przyjmowanych przez !1 i " (a nie tylko od znaku tej drugiej sta"ej). 
Oczywi#cie, konkretna warto#) kowariancji w rozk"adzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz 
warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
prawdopodobie(stwa tego rozk"adu, tj. od #, !1, !2 i ". 

Zauwa$my te$, $e zwi&kszenie prawdopodobie(stwa zerowej warto#ci Y1 (w stosunku do 
rozk"adu Poissona o warto#ci oczekiwanej i wariancji )1), czyli przyj&cie rozk"adu ZIP 
z #>g(0), prowadzi do wariancji (16) wi&kszej ni$ warto#) oczekiwana (11). Zatem rozk"ad 
ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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warto#) wspó"czynnika korelacji (19) zale$% od wszystkich sta"ych wyst&puj%cych w funkcji 
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ZIP-CP umo$liwia modelowanie zwi&kszonej wariancji obu obserwowanych zmiennych 
licznikowych, chocia$ nie s% one traktowane symetrycznie. 
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Y1, który przyjęli Berkhout i Plug (2004), skomplikowana formuła kowariancji 
(18) i (20) sprowadza się do znacznie prostszej postaci (7), gdzie znak kowariancji 
zależy jedynie od znaku stałej a. W pozostałych przypadkach, tj. gdy brzegowy 
rozkład dla Y1 jest typu ZIP, znak kowariancji (20) zależy od wartości przyjmo-
wanych przez m1 i a (a nie tylko od znaku tej drugiej stałej). Oczywiście, kon-
kretna wartość kowariancji w rozkładzie ZIP-CP (a nie sam jej znak) oraz wartość 
współczynnika korelacji (19) zależą od wszystkich stałych występujących w funk-
cji prawdopodobieństwa tego rozkładu, tj. od c, m1, m2 i a.

Zauważmy też, że zwiększenie prawdopodobieństwa zerowej wartości Y1 
(w stosunku do rozkładu Poissona o wartości oczekiwanej i wariancji m1), czyli 
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przyjęcie rozkładu ZIP z c > g(0), prowadzi do wariancji (16) większej niż war-
tość oczekiwana (11). Zatem rozkład ZIP-CP umożliwia modelowanie zwiększo-
nej wariancji obu obserwowanych zmiennych licznikowych, chociaż nie są one 
traktowane symetrycznie.

3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP

Rozważamy T stochastycznie niezależnych dwuwymiarowych zmiennych loso-
wych (Y1t, Y2t; t = 1,2,...,T) o różnych rozkładach typu ZIP-CP postaci 
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gdzie xt i wt s% wierszami warto#ci zmiennych obja#niaj%cych, które mog% si& pokrywa) 
(w cz&#ci lub w ca"o#ci). Zmienne obja#niaj%ce okre#laj% prawdopodobie(stwa pojawienia si& 
poszczególnych warto#ci zmiennych Y1t i Y2t, a wp"yw zmiennych obja#niaj%cych na te 
prawdopodobie(stwa jest determinowany wielko#ci% poszczególnych sk"adowych kolumn $1 
i $2 oraz wielko#ci% parametru %, przy czym parametr % decyduje o wielko#ci odchylenia 
prawdopodobie(stwa, $e Y1t=0, od warto#ci wynikaj%cej z rozk"adu Poissona. W tak 
okre#lonym parametrycznym modelu statystycznym wektor parametrów & jest kolumn% 
grupuj%c% %, ", $1 i $2. Zauwa$my, $e momenty rozk"adu "%cznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej cz&#ci pracy, zale$% teraz od zmiennych obja#niaj%cych.  

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem p"otkowym – 
ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porównanie tej specyfikacji 
z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
propozycji s% prostota parametryzacji i st%d wzgl&dna "atwo#) estymacji, a zw"aszcza prostota 
testowania zasadno#ci redukcji nowego modelu do standardowego modelu Poissona. 
Porównywanie oryginalnego modelu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastr&cza 
problemy zwi%zane ze specyfikacjami (hipotezami) niezagnie$d$onymi; zob. Winkelman 
(2008), str. 188. 

Je#li zaobserwowano Y1t=y1t i Y2t=y2t (t=1,2,...,T), to odpowiadaj%ca tym warto#ciom 
funkcja wiarygodno#ci ma posta) 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 

" $1’ $2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru & – takich, jak 
prawdopodobie(stwa "%czne, brzegowe i warunkowe ró$nych warto#ci pary (Y1t, Y2t) oraz 
momenty i inne charakterystyki jej rozk"adu. Ma"opróbkowe wnioskowanie zarówno o &, jak 
i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
a priori, a nast&pnie wykorzystania funkcji wiarygodno#ci do uzyskania rozk"adu a posteriori 
parametrów (warunkowego wzgl&dem danych i reprezentuj%cego ko(cow% wiedz& o &). 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 
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i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
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z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
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(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
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gdzie xt i wt s% wierszami warto#ci zmiennych obja#niaj%cych, które mog% si& pokrywa) 
(w cz&#ci lub w ca"o#ci). Zmienne obja#niaj%ce okre#laj% prawdopodobie(stwa pojawienia si& 
poszczególnych warto#ci zmiennych Y1t i Y2t, a wp"yw zmiennych obja#niaj%cych na te 
prawdopodobie(stwa jest determinowany wielko#ci% poszczególnych sk"adowych kolumn $1 
i $2 oraz wielko#ci% parametru %, przy czym parametr % decyduje o wielko#ci odchylenia 
prawdopodobie(stwa, $e Y1t=0, od warto#ci wynikaj%cej z rozk"adu Poissona. W tak 
okre#lonym parametrycznym modelu statystycznym wektor parametrów & jest kolumn% 
grupuj%c% %, ", $1 i $2. Zauwa$my, $e momenty rozk"adu "%cznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej cz&#ci pracy, zale$% teraz od zmiennych obja#niaj%cych.  

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem p"otkowym – 
ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porównanie tej specyfikacji 
z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
propozycji s% prostota parametryzacji i st%d wzgl&dna "atwo#) estymacji, a zw"aszcza prostota 
testowania zasadno#ci redukcji nowego modelu do standardowego modelu Poissona. 
Porównywanie oryginalnego modelu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastr&cza 
problemy zwi%zane ze specyfikacjami (hipotezami) niezagnie$d$onymi; zob. Winkelman 
(2008), str. 188. 

Je#li zaobserwowano Y1t=y1t i Y2t=y2t (t=1,2,...,T), to odpowiadaj%ca tym warto#ciom 
funkcja wiarygodno#ci ma posta) 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 

" $1’ $2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru & – takich, jak 
prawdopodobie(stwa "%czne, brzegowe i warunkowe ró$nych warto#ci pary (Y1t, Y2t) oraz 
momenty i inne charakterystyki jej rozk"adu. Ma"opróbkowe wnioskowanie zarówno o &, jak 
i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
a priori, a nast&pnie wykorzystania funkcji wiarygodno#ci do uzyskania rozk"adu a posteriori 
parametrów (warunkowego wzgl&dem danych i reprezentuj%cego ko(cow% wiedz& o &). 
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3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP 

Rozwa$amy T stochastycznie niezale$nych dwuwymiarowych zmiennych losowych (Y1t, 
Y2t; t=1,2,...,T) o ró$nych rozk"adach typu ZIP-CP postaci  
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gdzie xt i wt s% wierszami warto#ci zmiennych obja#niaj%cych, które mog% si& pokrywa) 
(w cz&#ci lub w ca"o#ci). Zmienne obja#niaj%ce okre#laj% prawdopodobie(stwa pojawienia si& 
poszczególnych warto#ci zmiennych Y1t i Y2t, a wp"yw zmiennych obja#niaj%cych na te 
prawdopodobie(stwa jest determinowany wielko#ci% poszczególnych sk"adowych kolumn $1 
i $2 oraz wielko#ci% parametru %, przy czym parametr % decyduje o wielko#ci odchylenia 
prawdopodobie(stwa, $e Y1t=0, od warto#ci wynikaj%cej z rozk"adu Poissona. W tak 
okre#lonym parametrycznym modelu statystycznym wektor parametrów & jest kolumn% 
grupuj%c% %, ", $1 i $2. Zauwa$my, $e momenty rozk"adu "%cznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej cz&#ci pracy, zale$% teraz od zmiennych obja#niaj%cych.  

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem p"otkowym – 
ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porównanie tej specyfikacji 
z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
propozycji s% prostota parametryzacji i st%d wzgl&dna "atwo#) estymacji, a zw"aszcza prostota 
testowania zasadno#ci redukcji nowego modelu do standardowego modelu Poissona. 
Porównywanie oryginalnego modelu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastr&cza 
problemy zwi%zane ze specyfikacjami (hipotezami) niezagnie$d$onymi; zob. Winkelman 
(2008), str. 188. 

Je#li zaobserwowano Y1t=y1t i Y2t=y2t (t=1,2,...,T), to odpowiadaj%ca tym warto#ciom 
funkcja wiarygodno#ci ma posta) 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 

" $1’ $2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru & – takich, jak 
prawdopodobie(stwa "%czne, brzegowe i warunkowe ró$nych warto#ci pary (Y1t, Y2t) oraz 
momenty i inne charakterystyki jej rozk"adu. Ma"opróbkowe wnioskowanie zarówno o &, jak 
i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
a priori, a nast&pnie wykorzystania funkcji wiarygodno#ci do uzyskania rozk"adu a posteriori 
parametrów (warunkowego wzgl&dem danych i reprezentuj%cego ko(cow% wiedz& o &). 
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3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP 

Rozwa$amy T stochastycznie niezale$nych dwuwymiarowych zmiennych losowych (Y1t, 
Y2t; t=1,2,...,T) o ró$nych rozk"adach typu ZIP-CP postaci  
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gdzie xt i wt s% wierszami warto#ci zmiennych obja#niaj%cych, które mog% si& pokrywa) 
(w cz&#ci lub w ca"o#ci). Zmienne obja#niaj%ce okre#laj% prawdopodobie(stwa pojawienia si& 
poszczególnych warto#ci zmiennych Y1t i Y2t, a wp"yw zmiennych obja#niaj%cych na te 
prawdopodobie(stwa jest determinowany wielko#ci% poszczególnych sk"adowych kolumn $1 
i $2 oraz wielko#ci% parametru %, przy czym parametr % decyduje o wielko#ci odchylenia 
prawdopodobie(stwa, $e Y1t=0, od warto#ci wynikaj%cej z rozk"adu Poissona. W tak 
okre#lonym parametrycznym modelu statystycznym wektor parametrów & jest kolumn% 
grupuj%c% %, ", $1 i $2. Zauwa$my, $e momenty rozk"adu "%cznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej cz&#ci pracy, zale$% teraz od zmiennych obja#niaj%cych.  

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem p"otkowym – 
ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porównanie tej specyfikacji 
z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
propozycji s% prostota parametryzacji i st%d wzgl&dna "atwo#) estymacji, a zw"aszcza prostota 
testowania zasadno#ci redukcji nowego modelu do standardowego modelu Poissona. 
Porównywanie oryginalnego modelu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastr&cza 
problemy zwi%zane ze specyfikacjami (hipotezami) niezagnie$d$onymi; zob. Winkelman 
(2008), str. 188. 

Je#li zaobserwowano Y1t=y1t i Y2t=y2t (t=1,2,...,T), to odpowiadaj%ca tym warto#ciom 
funkcja wiarygodno#ci ma posta) 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 

" $1’ $2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru & – takich, jak 
prawdopodobie(stwa "%czne, brzegowe i warunkowe ró$nych warto#ci pary (Y1t, Y2t) oraz 
momenty i inne charakterystyki jej rozk"adu. Ma"opróbkowe wnioskowanie zarówno o &, jak 
i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
a priori, a nast&pnie wykorzystania funkcji wiarygodno#ci do uzyskania rozk"adu a posteriori 
parametrów (warunkowego wzgl&dem danych i reprezentuj%cego ko(cow% wiedz& o &). 
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gdzie xt i wt są wierszami wartości zmiennych objaśniających, które mogą się 
pokrywać (w części lub w całości). Zmienne objaśniające określają prawdopodo-
bieństwa pojawienia się poszczególnych wartości zmiennych Y1t i Y2t, a wpływ 
zmiennych objaśniających na te prawdopodobieństwa jest determinowany wiel-
kością poszczególnych składowych kolumn b1 i b2 oraz wielkością parametru d, 
przy czym parametr d decyduje o wielkości odchylenia prawdopodobieństwa, że 
Y1t=0, od wartości wynikającej z rozkładu Poissona. W tak określonym parame-
trycznym modelu statystycznym wektor parametrów i jest kolumną grupującą 
d, a, b1 i b2. Zauważmy, że momenty rozkładu łącznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej części pracy, zależą teraz od zmiennych objaśniających. 

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem 
płotkowym —  ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porów-
nanie tej specyfikacji z  oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). 
Głównymi zaletami naszej propozycji są prostota parametryzacji i stąd względna 
łatwość estymacji, a zwłaszcza prostota testowania zasadności redukcji nowego 
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modelu do standardowego modelu Poissona. Porównywanie oryginalnego mo-
delu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastręcza problemy związane ze 
specyfikacjami (hipotezami) niezagnieżdżonymi; zob. Winkelman (2008), str. 188.

Jeśli zaobserwowano Y1t = y1t i Y2t = y2t (t = 1,2,...,T), to odpowiadająca tym 
wartościom funkcja wiarygodności ma postać
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3. MODEL STATYSTYCZNY TYPU ZIP-CP 

Rozwa$amy T stochastycznie niezale$nych dwuwymiarowych zmiennych losowych (Y1t, 
Y2t; t=1,2,...,T) o ró$nych rozk"adach typu ZIP-CP postaci  
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gdzie xt i wt s% wierszami warto#ci zmiennych obja#niaj%cych, które mog% si& pokrywa) 
(w cz&#ci lub w ca"o#ci). Zmienne obja#niaj%ce okre#laj% prawdopodobie(stwa pojawienia si& 
poszczególnych warto#ci zmiennych Y1t i Y2t, a wp"yw zmiennych obja#niaj%cych na te 
prawdopodobie(stwa jest determinowany wielko#ci% poszczególnych sk"adowych kolumn $1 
i $2 oraz wielko#ci% parametru %, przy czym parametr % decyduje o wielko#ci odchylenia 
prawdopodobie(stwa, $e Y1t=0, od warto#ci wynikaj%cej z rozk"adu Poissona. W tak 
okre#lonym parametrycznym modelu statystycznym wektor parametrów & jest kolumn% 
grupuj%c% %, ", $1 i $2. Zauwa$my, $e momenty rozk"adu "%cznego pary (Y1t, Y2t), podane 
w poprzedniej cz&#ci pracy, zale$% teraz od zmiennych obja#niaj%cych.  

W literaturze specyfikacja oparta na wzorze (22) jest nazywana modelem p"otkowym – 
ang. hurdle model; zob. Cameron i Trivedi (2005), s. 680. Porównanie tej specyfikacji 
z oryginalnym modelem ZIP podaje Winkelman (2008). G"ównymi zaletami naszej 
propozycji s% prostota parametryzacji i st%d wzgl&dna "atwo#) estymacji, a zw"aszcza prostota 
testowania zasadno#ci redukcji nowego modelu do standardowego modelu Poissona. 
Porównywanie oryginalnego modelu ZIP ze standardowym modelem Poissona nastr&cza 
problemy zwi%zane ze specyfikacjami (hipotezami) niezagnie$d$onymi; zob. Winkelman 
(2008), str. 188. 

Je#li zaobserwowano Y1t=y1t i Y2t=y2t (t=1,2,...,T), to odpowiadaj%ca tym warto#ciom 
funkcja wiarygodno#ci ma posta) 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawieraj%c% zaobserwowane warto#ci zmiennych Y1t i Y2t. 
W empirycznych zastosowaniach tego modelu wa$ne jest nie tyle wnioskowanie o & = (% 

" $1’ $2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru & – takich, jak 
prawdopodobie(stwa "%czne, brzegowe i warunkowe ró$nych warto#ci pary (Y1t, Y2t) oraz 
momenty i inne charakterystyki jej rozk"adu. Ma"opróbkowe wnioskowanie zarówno o &, jak 
i nieliniowych funkcjach &, mo$liwe jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy 
i przyk"ady zastosowa( w empirycznych badaniach ekonomicznych prezentuj% np. Osiewalski 
(2001), Osiewalski i Pajor (2010). 

Jak wiadomo, podej#cie bayesowskie sprowadza si& do okre#lenia na przestrzeni 
parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej *–sko(czonej) zwanej rozk"adem 
a priori, a nast&pnie wykorzystania funkcji wiarygodno#ci do uzyskania rozk"adu a posteriori 
parametrów (warunkowego wzgl&dem danych i reprezentuj%cego ko(cow% wiedz& o &). 
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gdzie y oznacza macierz (2xT) zawierającą zaobserwowane wartości zmiennych 
Y1t i Y2t.

W empirycznych zastosowaniach tego modelu ważne jest nie tyle wniosko-
wanie o i = (d, a, b1’ b2’)’, ile raczej o wielu nieliniowych funkcjach parametru 
i —  takich, jak prawdopodobieństwa łączne, brzegowe i warunkowe różnych 
wartości pary (Y1t, Y2t) oraz momenty i inne charakterystyki jej rozkładu. Mało-
próbkowe wnioskowanie zarówno o i, jak i nieliniowych funkcjach i, możliwe 
jest na gruncie statystyki bayesowskiej, której podstawy i przykłady zastosowań 
w  empirycznych badaniach ekonomicznych prezentują np. Osiewalski (2001), 
Osiewalski i Pajor (2010).

Jak wiadomo, podejście bayesowskie sprowadza się do określenia na prze-
strzeni parametrów miary probabilistycznej (lub przynajmniej v–skończonej) 
zwanej rozkładem a  priori, a następnie wykorzystania funkcji wiarygodności 
do uzyskania rozkładu a posteriori parametrów (warunkowego względem da-
nych i reprezentującego końcową wiedzę o i). W  szczególności ważnym za-
daniem jest określenie kierunku i siły korelacji między Y1t i Y2t, czyli podanie 
(dla danego t) prawdopodobieństwa a posteriori ujemnej korelacji, tj. warunku 
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W szczególno#ci wa$nym zadaniem jest okre#lenie kierunku i si"y korelacji mi&dzy Y1t i Y2t, 
czyli podanie (dla danego t) prawdopodobie(stwa a posteriori ujemnej korelacji, tj. warunku 

)exp())1(exp()]1())exp(1[( 111 ttttt ee !"!"! ## $$<$$$$$ , oraz prezentacja pe"nego rozk"adu 
a posteriori wspó"czynnika korelacji o ogólnej postaci (19). Dodatkow% mo$liwo#ci% jest 
formalne bayesowskie porównanie empirycznej adekwatno#ci dwóch niezagnie$d$onych 
modeli ZIP-CP, odpowiadaj%cych zamianie kolejno#ci zmiennych obja#nianych (czyli ich 
numeracji). Stwarza to nowe pole bada( statystycznych. Badanie adekwatno#ci prostszego 
modelu P-CP, który zaproponowali Berkhout i Plug (2004), sprowadza si& w ramach 
specyfikacji (21)-(24) do testowania prostej hipotezy %=0; mo$na to przeprowadzi) formalnie 
– porównuj%c czynniki Bayesa dwóch niezagnie$d$onych modeli z %=0 i %-0 – lub u$y) 
nieformalnego, ale prostszego, testu typu Lindleya w ogólniejszym modelu, dopuszczaj%cym 
dowoln% rzeczywist% warto#) %. Dodajmy, $e %>0 (%<0) oznacza prawdopodobie(stwo 
zerowej warto#ci zmiennej Y1t mniejsze (wi&ksze) ni$ w modelu Poissona. Zatem wa$n% 
kwesti% jest obliczenie prawdopodobie(stwa a posteriori takiej sytuacji.  

Aby okre#li) bayesowski model typu ZIP-CP, nale$y przyj%) rozk"ad a priori wektora &. 
W pierwszej pracy dotycz%cej takiego modelu proponujemy za"o$y) niezale$no#) a priori 
parametrów i dla ka$dego indywidualnie przyj%) standardowy rozk"ad normalny N(0, 1). 
Zerowe warto#ci oczekiwane a priori oznaczaj%, $e najwi&ksz% szans& dajemy wst&pnie 
najprostszemu modelowi, w którym {Y1t} i {Y2t} s% niezale$nymi od siebie próbami losowymi 
prostymi z dwóch rozk"adów Poissona. Jednostkowe odchylenia standardowe a priori daj% 
gwarancj&, $e specyfikacje odleg"e od tej najprostszej maj% bardzo istotne wst&pne szanse. 
Wydaje si&, $e taki prosty "%czny rozk"ad a priori niesie s"ab% tylko wiedz& wst&pn% (nie jest 
bardzo informacyjny) i gwarantuje "atwo#) symulacji Monte Carlo z rozk"adu a posteriori, ale 
jego konkretna rola informacyjna (w stosunku do funkcji wiarygodno#ci) oraz wra$liwo#) 
rozk"adu a posteriori s% kwestiami empirycznymi, które nale$y bada) odr&bnie dla ka$dego 
analizowanego zestawu dwuwymiarowych danych licznikowych. 

4. PRZYK!AD EMPIRYCZNY 

W celu ilustracji empirycznej przydatno#ci zaproponowanego modelu statystycznego typu 
ZIP-CP oraz mo$liwo#ci, jakie daje jego analiza bayesowska, wykorzystamy dane, które 
Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012) badali stosuj%c model prostszy (P-CP), szacowany 
metod% najwi&kszej wiarygodno#ci. Dane przedstawiaj% liczb& p"atno#ci gotówk% i kart% 
p"atnicz% dokonanych (w miesi%cu) przez T=1190 osób, które w pa*dzierniku i listopadzie 
roku 2010 oraz w styczniu roku 2011 ankietowa" Pentor. Wymienieni autorzy uzyskali 
i analizowali te dane w ramach projektu badawczego finansowanego przez Narodowy Bank 
Polski w roku 2010. Wyniki te wskazywa"y na dodatni% korelacj& mi&dzy liczb% p"atno#ci 
gotówk% i kart% p"atnicz%. Obecnie sprawdzimy, czy zast%pienie brzegowego rozk"adu 
Poissona jednej zmiennej rozk"adem typu ZIP jest empirycznie zasadne, a uzmiennienie w ten 
sposób mo$liwego znaku korelacji mi&dzy zmiennymi wska$e na ujemn% korelacj& mi&dzy 
liczb% p"atno#ci gotówk% i kart% (dla przynajmniej cz&#ci respondentów). W niniejszych 
badaniach, o charakterze przede wszystkim metodycznym, wykorzystujemy dane surowe, tzn. 
bez indywidualnych wag uwzgl&dniaj%cych reprezentatywno#) poszczególnych obserwacji 
(respondentów) wchodz%cych w sk"ad próby; Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012) u$yli 
danych wa$onych. 

W Tabeli 1 podajemy zmienne obja#niaj%ce i ich typowe warto#ci, tj. #rednie w przypadku 
zmiennych ci%g"ych i najcz&stsze dla zmiennych dychotomicznych.  

, oraz prezentacja peł-
nego rozkładu a posteriori współczynnika korelacji o ogólnej postaci (19). Do-
datkową możliwością jest formalne bayesowskie porównanie empirycznej ade-
kwatności dwóch niezagnieżdżonych modeli ZIP-CP, odpowiadających zamianie 
kolejności zmiennych objaśnianych (czyli ich numeracji). Stwarza to nowe pole 
badań statystycznych. Badanie adekwatności prostszego modelu P-CP, który za-
proponowali Berkhout i Plug (2004), sprowadza się w ramach specyfikacji (21)-(24)  
do testowania prostej hipotezy d = 0; można to przeprowadzić formalnie — po-
równując czynniki Bayesa dwóch niezagnieżdżonych modeli z d = 0 i d ≠ 0 — lub 
użyć nieformalnego, ale prostszego, testu typu Lindleya w ogólniejszym modelu, 
dopuszczającym dowolną rzeczywistą wartość d. Dodajmy, że d > 0 (d < 0) ozna-
cza prawdopodobieństwo zerowej wartości zmiennej Y1t mniejsze (większe) niż 
w modelu Poissona. Zatem ważną kwestią jest obliczenie prawdopodobieństwa 
a posteriori takiej sytuacji. 

Aby określić bayesowski model typu ZIP-CP, należy przyjąć rozkład a priori 
wektora i. W pierwszej pracy dotyczącej takiego modelu proponujemy założyć 
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niezależność a priori parametrów i dla każdego indywidualnie przyjąć standar-
dowy rozkład normalny N(0, 1). Zerowe wartości oczekiwane a priori oznaczają, 
że największą szansę dajemy wstępnie najprostszemu modelowi, w którym {Y1t} 
i {Y2t} są niezależnymi od siebie próbami losowymi prostymi z dwóch rozkładów 
Poissona. Jednostkowe odchylenia standardowe a priori dają gwarancję, że specy-
fikacje odległe od tej najprostszej mają bardzo istotne wstępne szanse. Wydaje 
się, że taki prosty łączny rozkład a priori niesie słabą tylko wiedzę wstępną (nie 
jest bardzo informacyjny) i gwarantuje łatwość symulacji Monte Carlo z rozkładu 
a posteriori, ale jego konkretna rola informacyjna (w stosunku do funkcji wiary-
godności) oraz wrażliwość rozkładu a posteriori są kwestiami empirycznymi, które 
należy badać odrębnie dla każdego analizowanego zestawu dwuwymiarowych 
danych licznikowych.

4. PRZYKŁAD EMPIRYCZNY

W celu ilustracji empirycznej przydatności zaproponowanego modelu statystycz-
nego typu ZIP-CP oraz możliwości, jakie daje jego analiza bayesowska, wykorzy-
stamy dane, które Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012) badali stosując model 
prostszy (P-CP), szacowany metodą największej wiarygodności. Dane przedsta-
wiają liczbę płatności gotówką i kartą płatniczą dokonanych (w miesiącu) przez 
T = 1190 osób, które w październiku i listopadzie roku 2010 oraz w styczniu roku 
2011 ankietował Pentor. Wymienieni autorzy uzyskali i analizowali te dane w ra-
mach projektu badawczego finansowanego przez Narodowy Bank Polski w roku 
2010. Wyniki te wskazywały na dodatnią korelację między liczbą płatności go-
tówką i kartą płatniczą. Obecnie sprawdzimy, czy zastąpienie brzegowego roz-
kładu Poissona jednej zmiennej rozkładem typu ZIP jest empirycznie zasadne, 
a uzmiennienie w ten sposób możliwego znaku korelacji między zmiennymi 
wskaże na ujemną korelację między liczbą płatności gotówką i kartą (dla przy-
najmniej części respondentów). W niniejszych badaniach, o charakterze przede 
wszystkim metodycznym, wykorzystujemy dane surowe, tzn. bez indywidu-
alnych wag uwzględniających reprezentatywność poszczególnych obserwacji 
(respondentów) wchodzących w skład próby; Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka 
(2012) użyli danych ważonych.

W Tabeli 1 podajemy zmienne objaśniające i ich typowe wartości, tj. średnie 
w przypadku zmiennych ciągłych i najczęstsze dla zmiennych dychotomicz-
nych. 

W Tabeli 2 przedstawiamy dwuwymiarowy rozkład empiryczny liczby płat-
ności gotówką i kartą oraz jego rozkłady brzegowe. Średnia liczba płatności 
gotówką wynosi 20,5 (wariancja jest równa 299), średnia liczba płatności kartą 
wynosi 5 (przy wariancji 45), korelację empiryczną zaś charakteryzuje współ-
czynnik równy 0,008, wskazujący na brak liniowej zależności między liczbą płat-
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ności kartą (Y1) i gotówką (Y2). Dla obu zmiennych obserwujemy empiryczną 
wariancję zwiększoną w stosunku do średniej. Ponadto można zauważyć róż-
nice między rozkładami brzegowymi, tj. empiryczny rozkład Y2 jest przesunięty 
na prawo (na osi nośnika rozkładu) względem pemp(y1), tzn. wartość modalna 
i mediana dla liczby transakcji gotówką są większe niż dla płatności kartą. Dla 
tej ostatniej formy płatności obserwuje się dużą frakcję zer (34%), która kontra-
stuje z niskim (około 0,007) prawdopodobieństwem zera, obliczonym z rozkładu 
Poissona o wartości oczekiwanej równej średniej z próby (czyli 5). Dla płatno-
ści gotówką frakcja zer wynosi około 2%, co przewyższa prawdopodobieństwo 
z rozkładu Poissona równe zaledwie 10-9. W obu przypadkach wskazuje to na 
potrzebę zastosowania rozkładów z nadwyżką zer. 

Uwzględniamy te same zmienne objaśniające dla obu zmiennych liczniko-
wych, a zatem (biorąc pod uwagę wyrazy wolne w regresjach poissonowskich) 
b1 i b2 są kolumnami 8-wymiarowymi, natomiast wektor wszystkich parametrów 
i jest kolumną 18-wymiarową. Przypomnijmy, że i ma łączny normalny rozkład 
a priori o wartościach oczekiwanych 0 i jednostkowej macierzy kowariancji. Próbę 
zależną z 18-wymiarowego rozkładu a posteriori symulujemy za pomocą sekwen-
cyjnego łańcucha Metropolisa i Hastingsa (M-H), tj. metody z  grupy MCMC 
(Markov Chain Monte Carlo). W przypadku obu modeli (M1: Y1t oznacza liczbę 
płatności kartą a Y2t — liczbę płatności gotówką, M2: na odwrót) przeprowa-
dzono 500 tysięcy losowań traktowanych jako próba z rozkładu a posteriori. Wcze-
śniej wykonano kilka milionów losowań wstępnych (spalonych), badając m.in. 
wrażliwość algorytmu M-H na jego punkty startowe w przestrzeni parametrów.

Na Wykresie 1 przedstawiono zbieżność przyjętego łańcucha M-H do roz-
kładu a posteriori w modelu M1, która jest zadawalająca z uwagi na szybko stabili-
zujący się dla wszystkich parametrów przebieg tzw. standaryzowanych statystyk 
sum skumulowanych (CuSum), tzn. średnich arytmetycznych (z poszczególnych 

Tabela 1

Informacje sumaryczne o zmiennych objaśniających

Zmienna objaśniająca Średnia/ modalna

Płeć (1-mężczyzna, 0-kobieta) 0

Wiek (w latach) 40

Stan cywilny (1-żonaty lub zamężna, 0-nie) 1

Miejsce zamieszkania (1-miasto, 0 — wieś) 1

Miesięczny dochód w rodzinie (w tys. zł) 3,5

Wykształcenie (lata nauki) 12,5

Czy posiada internet (1-tak, 0-nie) 1

Źródło: opracowanie własne.
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losowań) standaryzowanych końcowymi wartościami średnich i odchyleń stan-
dardowych. W przypadku drugiego modelu zastosowany algorytm także okazał 
się efektywnym narzędziem numerycznym.
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Pierwsz% kwesti%, któr% nale$y podda) empirycznej weryfikacji, jest wybór jednej 
z dwóch alternatywnych specyfikacji (M1, M2) modelu statystycznego typu ZIP-CP. Warto 
przypomnie), $e prawdopodobie(stwo a posteriori modelu Mi (i=1,2) wyra$a, zgodnie 
z wzorem Bayesa, formu"a  
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Mo$na przyj%) równe szanse a priori, ( )iMp =0,5, bo brak jest teoretycznych przes"anek do 
faworyzowania którego# modelu. Do porównania wystarczy wi&c czynnik Bayesa, czyli iloraz 
brzegowych g&sto#ci wektora obserwacji ( ) ( )12 / MypMypBF = ; zob. Osiewalski (2001), 
Wróblewska (2009). Wyniki prezentujemy w Tabeli 3.  

Model M1 jest kilkaset rz&dów wielko#ci lepszy od M2 i skupia prawie ca"% mas& 
prawdopodobie(stwa a posteriori; prawdopodobie(stwo a posteriori modelu M2 wynosi 
praktycznie zero. Przewaga modelu M1 w opisie badanego zjawiska jest zdecydowana. 
W uzupe"nieniu podajemy dla obu modeli warto#ci funkcji wiarygodno#ci ( )yL NW ;ˆ* ! , zob. 
wzór (25), dla ocen najwi&kszej wiarygodno#ci, które zosta"y wyznaczone w ramach 
numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu M1 otrzymano ( )yL NW ;ˆ* ! =55 235, a dla 
drugiej specyfikacji najwi&ksza warto#) funkcji wiarygodno#ci by"a ni$sza, bowiem wynios"a 
54 161. Z niebayesowskiego punktu widzenia wynik porównania modeli oparty na kryterium 
informacyjnym (którymkolwiek) tak$e wskazuje na adekwatno#) modelu M1 (w kontek#cie 
M2). Warto wspomnie), $e z uwagi na niestandardow% posta) modelu (21)–(24) zastosowanie 
deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodno#ci spotka"o si& z ogromnymi 
problemami obliczeniowymi. Numeryczne narz&dzia analizy bayesowskiej okazuj% si& zatem 
przydatne tak$e w estymacji metod% najwi&kszej wiarygodno#ci.  

Źródło: opracowanie własne.

Wykres 1. Zbieżność statystyk CuSum w modelu M1

Pierwszą kwestią, którą należy poddać empirycznej weryfikacji, jest wybór 
jednej z  dwóch alternatywnych specyfikacji (M1, M2) modelu statystycznego 
typu ZIP-CP. Warto przypomnieć, że prawdopodobieństwo a posteriori modelu Mi 
(i = 1,2) wyraża, zgodnie z wzorem Bayesa, formuła 
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numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu M1 otrzymano ( )yL NW ;ˆ* ! =55 235, a dla 
drugiej specyfikacji najwi&ksza warto#) funkcji wiarygodno#ci by"a ni$sza, bowiem wynios"a 
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prawdopodobie(stwa a posteriori; prawdopodobie(stwo a posteriori modelu M2 wynosi 
praktycznie zero. Przewaga modelu M1 w opisie badanego zjawiska jest zdecydowana. 
W uzupe"nieniu podajemy dla obu modeli warto#ci funkcji wiarygodno#ci ( )yL NW ;ˆ* ! , zob. 
wzór (25), dla ocen najwi&kszej wiarygodno#ci, które zosta"y wyznaczone w ramach 
numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu M1 otrzymano ( )yL NW ;ˆ* ! =55 235, a dla 
drugiej specyfikacji najwi&ksza warto#) funkcji wiarygodno#ci by"a ni$sza, bowiem wynios"a 
54 161. Z niebayesowskiego punktu widzenia wynik porównania modeli oparty na kryterium 
informacyjnym (którymkolwiek) tak$e wskazuje na adekwatno#) modelu M1 (w kontek#cie 
M2). Warto wspomnie), $e z uwagi na niestandardow% posta) modelu (21)–(24) zastosowanie 
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 = 0,5, bo brak jest teoretycz-
nych przesłanek do faworyzowania któregoś modelu. Do porównania wystar-
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z dwóch alternatywnych specyfikacji (M1, M2) modelu statystycznego typu ZIP-CP. Warto 
przypomnie), $e prawdopodobie(stwo a posteriori modelu Mi (i=1,2) wyra$a, zgodnie 
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Mo$na przyj%) równe szanse a priori, ( )iMp =0,5, bo brak jest teoretycznych przes"anek do 
faworyzowania którego# modelu. Do porównania wystarczy wi&c czynnik Bayesa, czyli iloraz 
brzegowych g&sto#ci wektora obserwacji ( ) ( )12 / MypMypBF = ; zob. Osiewalski (2001), 
Wróblewska (2009). Wyniki prezentujemy w Tabeli 3.  

Model M1 jest kilkaset rz&dów wielko#ci lepszy od M2 i skupia prawie ca"% mas& 
prawdopodobie(stwa a posteriori; prawdopodobie(stwo a posteriori modelu M2 wynosi 
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numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu M1 otrzymano ( )yL NW ;ˆ* ! =55 235, a dla 
drugiej specyfikacji najwi&ksza warto#) funkcji wiarygodno#ci by"a ni$sza, bowiem wynios"a 
54 161. Z niebayesowskiego punktu widzenia wynik porównania modeli oparty na kryterium 
informacyjnym (którymkolwiek) tak$e wskazuje na adekwatno#) modelu M1 (w kontek#cie 
M2). Warto wspomnie), $e z uwagi na niestandardow% posta) modelu (21)–(24) zastosowanie 
deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodno#ci spotka"o si& z ogromnymi 
problemami obliczeniowymi. Numeryczne narz&dzia analizy bayesowskiej okazuj% si& zatem 
przydatne tak$e w estymacji metod% najwi&kszej wiarygodno#ci.  

; zob. Osiewalski (2001), Wróblewska (2009). Wyniki pre-
zentujemy w Tabeli 3. 
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wynosi praktycznie zero. Przewaga modelu M1 w opisie badanego zjawiska jest 
zdecydowana. W uzupełnieniu podajemy dla obu modeli wartości funkcji wiary-
godności 
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numerycznej realizacji algorytmu M-H. Dla modelu M1 otrzymano ( )yL NW ;ˆ* ! =55 235, a dla 
drugiej specyfikacji najwi&ksza warto#) funkcji wiarygodno#ci by"a ni$sza, bowiem wynios"a 
54 161. Z niebayesowskiego punktu widzenia wynik porównania modeli oparty na kryterium 
informacyjnym (którymkolwiek) tak$e wskazuje na adekwatno#) modelu M1 (w kontek#cie 
M2). Warto wspomnie), $e z uwagi na niestandardow% posta) modelu (21)–(24) zastosowanie 
deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodno#ci spotka"o si& z ogromnymi 
problemami obliczeniowymi. Numeryczne narz&dzia analizy bayesowskiej okazuj% si& zatem 
przydatne tak$e w estymacji metod% najwi&kszej wiarygodno#ci.  

= 55 235, a dla drugiej specyfikacji największa wartość 
funkcji wiarygodności była niższa, bowiem wyniosła 54 161. Z niebayesowskiego 
punktu widzenia wynik porównania modeli oparty na kryterium informacyjnym 
(którymkolwiek) także wskazuje na adekwatność modelu M1 (w kontekście M2). 
Warto wspomnieć, że z uwagi na niestandardową postać modelu (21)–(24) za-
stosowanie deterministycznych procedur optymalizacji funkcji wiarygodności 
spotkało się z ogromnymi problemami obliczeniowymi. Numeryczne narzędzia 
analizy bayesowskiej okazują się zatem przydatne także w estymacji metodą naj-
większej wiarygodności. 

Tabela 3

Brzegowe gęstości wektora obserwacji i prawdopodobieństwa a posteriori obu modeli

Model M1: Y1t liczba płatności kartą,  
Y2t — gotówką

M2: Y1t liczba płatności gotówką,  
Y2t  — kartą
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Tabela 3. Brzegowe g&sto#ci wektora obserwacji i prawdopodobie(stwa a posteriori obu modeli. 

Model M1: Y1t liczba p"atno#ci kart%, 
Y2t – gotówk% 

M2: Y1t liczba p"atno#ci 
gotówk%, Y2t –kart% 

( )iMypln  55218,3 54142,8 
Log10 BF – –467 

Czynnik Bayesa (BF) – /0 
( )iMp  0,5 0,5 
( )yMp i  /1 /0 

.ród"o: opracowanie w"asne. 

Z uwagi na wyniki porówna( modeli, dalsze rozwa$ania natury interpretacyjnej b&d% 
opiera) si& na M1, a wyniki dla drugiego modelu b&d% mia"y charakter uzupe"niaj%cy. 
W Tabeli 4 podano warto#ci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów 
naszej dwuwymiarowej regresji typu ZIP-CP. W M1 wszystkie zmienne obja#niaj%ce istotnie 
wp"ywaj% na liczb& p"atno#ci gotówk%, natomiast tylko posiadanie internetu, wykszta"cenie 
i dochód powoduj% znacz%ce zró$nicowanie liczby p"atno#ci kart%. Oceny parametrów i b"&dy 
szacunku, które podaj% Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012), s% bardzo zbli$one do 
bayesowskich warto#ci oczekiwanych i odchyle( standardowych a posteriori prezentowanych 
w tej pracy – mimo, $e w naszych badaniach liczba zmiennych obja#niaj%cych jest ponad 
dwukrotnie mniejsza. Brzegowy rozk"ad a posteriori parametru % (Wykres 2) pokazuje, $e 
redukcja modelu ZIP-CP do P-CP jest bezzasadna, gdy$ prawdopodobie(stwo zerowej liczby 
p"atno#ci gotówk% jest istotnie wi&ksze ni$ wynika"oby to z rozk"adu Poissona. Warto#) 
oczekiwana a posteriori dla , wynosi -1,876 przy odchyleniu standardowym 0,041.  

Tabela 4. Warto#ci oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów modeli. 

 Model M1  M2  
 Zmienna/parametr E(& |y) D(& |y) E(& |y) D(& |y) 

p"
at

no
#c

i k
ar

t%
 

„1” 0,909 0,098 -0,259 0,101 
P"e) -0,045 0,025 0,006 0,026 
Wiek -0,002 0,001 -0,007 0,001 

Stan cywilny -0,047 0,029 0,056 0,031 
Miejsce zamieszkania -0,007 0,028 0,077 0,030 

Dochód 0,051 0,010 0,094 0,011 
Wykszta"cenie 0,056 0,006 0,089 0,006 

Internet 0,360 0,039 0,558 0,042 

p"
at

no
#c

i g
ot

ów
k%

 „1” 2,826 0,049 2,803 0,048 
P"e) -0,102 0,013 -0,093 0,013 
Wiek 0,008 0,001 0,008 0,001 

Stan cywilny -0,158 0,015 -0,152 0,014 
Miejsce zamieszkania 0,145 0,015 0,133 0,015 

Dochód 0,016 0,006 0,019 0,005 
Wykszta"cenie -0,008 0,003 -0,004* 0,003 

Internet -0,085 0,016 -0,066 0,016 
 " 0,004 0,001 0,0023 0,0007 
 , -1,876 0,041 -1,638 0,053 

.ród"o: opracowanie w"asne. 

55218,3 54142,8

Log10 BF – –467

Czynnik Bayesa (BF) – ≈0
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≈1 ≈0

Źródło: opracowanie własne.

Z uwagi na wyniki porównań modeli, dalsze rozważania natury interpreta-
cyjnej będą opierać się na M1, a wyniki dla drugiego modelu będą miały cha-
rakter uzupełniający. W Tabeli 4 podano wartości oczekiwane i odchylenia stan-
dardowe a posteriori parametrów naszej dwuwymiarowej regresji typu ZIP-CP. 
W M1 wszystkie zmienne objaśniające istotnie wpływają na liczbę płatności go-
tówką, natomiast tylko posiadanie internetu, wykształcenie i dochód powodują 
znaczące zróżnicowanie liczby płatności kartą. Oceny parametrów i błędy sza-
cunku, które podają Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012), są bardzo zbliżone 
do bayesowskich wartości oczekiwanych i odchyleń standardowych a posteriori 
prezentowanych w tej pracy — mimo, że w naszych badaniach liczba zmiennych 
objaśniających jest ponad dwukrotnie mniejsza. Brzegowy rozkład a posteriori pa-
rametru d (Wykres 2) pokazuje, że redukcja modelu ZIP-CP do P-CP jest bezza-
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sadna, gdyż prawdopodobieństwo zerowej liczby płatności gotówką jest istotnie 
większe niż wynikałoby to z rozkładu Poissona. Wartość oczekiwana a posteriori 
dla d wynosi -1,876 przy odchyleniu standardowym 0,041. 

Tabela 4

Wartości oczekiwane i odchylenia standardowe a posteriori parametrów modeli

Model M1 M2

Zmienna/parametr E(i|y) D(i|y) E(i|y) D(i|y)

pł
at

no
śc

i k
ar

tą

„1” 0,909 0,098 -0,259 0,101

Płeć -0,045 0,025 0,006 0,026

Wiek -0,002 0,001 -0,007 0,001

Stan cywilny -0,047 0,029 0,056 0,031

Miejsce zamieszkania -0,007 0,028 0,077 0,030

Dochód 0,051 0,010 0,094 0,011

Wykształcenie 0,056 0,006 0,089 0,006

Internet 0,360 0,039 0,558 0,042

pł
at

no
śc

i g
ot

ów
ką

„1” 2,826 0,049 2,803 0,048

Płeć -0,102 0,013 -0,093 0,013

Wiek 0,008 0,001 0,008 0,001

Stan cywilny -0,158 0,015 -0,152 0,014

Miejsce zamieszkania 0,145 0,015 0,133 0,015

Dochód 0,016 0,006 0,019 0,005

Wykształcenie -0,008 0,003 -0,004* 0,003

Internet -0,085 0,016 -0,066 0,016

a 0,004 0,001 0,0023 0,0007

d -1,876 0,041 -1,638 0,053

Źródło: opracowanie własne.

Zatem rozkład ten uległ znacznemu przesunięciu w stosunku do rozkładu 
a  priori i  jednocześnie zmniejszyło się jego rozproszenie. Dla a charakterystyki 
te wynoszą odpowiednio 0,004 i 0,001, wskazując na istotnie dodatnią zależność 
warunkowej średniej liczby płatności kartą od liczby płatności gotówką. Brze-
gowy rozkład a posteriori parametru a (Wykres 3) jest praktycznie ograniczony 
do przedziału (0,0006; 0,0076), czyli zawiera się w przedziale o wysokiej gęstości 
a  priori, jednakże informacje z próby spowodowały uzyskanie rozkładu o zna-
cząco mniejszym rozproszeniu. 
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Osiewalski (2012) dowodzi, $e w modelu typu ZIP-CP dodatnio#) parametru ( nie musi 
oznacza) dodatniej korelacji próbkowej zmiennych obja#nianych (jak to jest w modelu P-CP). 
Rozk"ady a posteriori próbkowych korelacji trzech par (Y1t, Y2t) – tych, dla których warto#) 
oczekiwana a posteriori wspó"czynnika korelacji jest najmniejsza, przeci&tna w sensie 
mediany i najwi&ksza – s% pokazane na Wykresie 4. Dowodz% one s"abej, ale jedynie 
dodatniej korelacji mi&dzy liczbami p"atno#ci gotówk% i kart%. Zastosowanie modelu bardziej 
adekwatnego, tj. typu ZIP-CP zamiast P-CP, nie zmienia (pod tym wzgl&dem) wymowy 
wyników, które podali Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012).  

5. POSUMOWANIE 

Zaproponowane uogólnienie modelu P-CP okaza"o si& uzasadnione w przypadku 
wst&pnych bada( dotycz%cych preferencji polskich konsumentów w wyborze metod p"atno#ci. 
Wskazuje to na adekwatno#) modeli typu ZIP-CP w sytuacjach, gdy obserwuje si& nadwy$k& 
(b%d* deflacj&) obserwacji zerowych lub gdy dwie zmienne licznikowe, oddaj%ce rezultaty 
decyzji konsumentów, s% ze sob% potencjalnie skorelowane (ujemnie albo dodatnio). 
Podej#cie bayesowskie pozwoli"o na estymacj& parametrów rozwa$anych modeli bez 
odwo"ywania si& do aproksymacji asymptotycznych. Bayesowskie porównywanie mocy 
wyja#niaj%cej konkurencyjnych (niezagnie$d$onych) modeli formalnie potwierdzi"o wst&pne 
wnioski uzyskane we wcze#niejszych badaniach, a dotycz%ce wyboru jednej z dwóch 
alternatywnych specyfikacji statystycznych w kontek#cie zaobserwowanych danych.  

Interesuj%cym kierunkiem dalszych bada( jest zastosowanie dwuparametrycznej rodziny 
rozk"adów Poissona (generalized poisson distribution; zob. Consul i Jain (1973), Famoye 
i Singh (2006)) dla brzegowego rozk"adu zmiennej Y1 b%d* tak$e dla rozk"adu warunkowego 
drugiej zmiennej. 
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Osiewalski (2012) dowodzi, że w modelu typu ZIP-CP dodatniość parame-
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(jak to jest w modelu P-CP). Rozkłady a posteriori próbkowych korelacji trzech par 
(Y1t, Y2t) — tych, dla których wartość oczekiwana a posteriori współczynnika ko-
relacji jest najmniejsza, przeciętna w sensie mediany i największa — są pokazane 
na Wykresie 4. Dowodzą one słabej, ale jedynie dodatniej korelacji między licz-
bami płatności gotówką i kartą. Zastosowanie modelu bardziej adekwatnego, tj. 
typu ZIP-CP zamiast P-CP, nie zmienia (pod tym względem) wymowy wyników, 
które podali Polasik, Marzec, Fiszeder i Górka (2012). 

5. PODSUMOWANIE

Zaproponowane uogólnienie modelu P-CP okazało się uzasadnione w przy-
padku wstępnych badań dotyczących preferencji polskich konsumentów w wy-
borze metod płatności. Wskazuje to na adekwatność modeli typu ZIP-CP w sy-
tuacjach, gdy obserwuje się nadwyżkę (bądź deflację) obserwacji zerowych lub 
gdy dwie zmienne licznikowe, oddające rezultaty decyzji konsumentów, są ze 
sobą potencjalnie skorelowane (ujemnie albo dodatnio). Podejście bayesowskie 
pozwoliło na estymację parametrów rozważanych modeli bez odwoływania się 
do aproksymacji asymptotycznych. Bayesowskie porównywanie mocy wyja-
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śniającej konkurencyjnych (niezagnieżdżonych) modeli formalnie potwierdziło 
wstępne wnioski uzyskane we wcześniejszych badaniach, a dotyczące wyboru 
jednej z dwóch alternatywnych specyfikacji statystycznych w kontekście zaob-
serwowanych danych. 

Interesującym kierunkiem dalszych badań jest zastosowanie dwuparametro-
wej rodziny rozkładów Poissona (generalized Poisson distribution; zob. Consul i Jain 
(1973), Famoye i Singh (2006)) dla brzegowego rozkładu zmiennej Y1 bądź także 
dla rozkładu warunkowego drugiej zmiennej.
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