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/jawiska losowe
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Rozpoznawanie i iloSciowe
charakteryzowanie zjawisk otaczajacego
nas Swiata nie moze by¢ petne

(a w wielu sytuacjach jest wprost
niemozliwe) bez uwzglednienia roli
losowosci. Losowosc zdarzen i zjawisk
niepokoita ludzi od najdawniejszych
czasow; jej tajemnicza istota

byta i ciggle jest przedmiotem
zainteresowania filozofii i metodologii
nauki, za$ tkwigce w niej regularnosci
odkrywane sa przez matematyke

i nauki empiryczne

Rozne formy przypadku znane sg kazde-
mu z codziennych doswiadczen. Przyktadami
moga by¢ np. wynik rzutu monetg czy kost-
ka do gry, dtugos$¢ czasu oczekiwania w ko-
lejce, przebieg zjawisk meteorologicznych.
We wszystkich takich sytuacjach nie potra-
fimy przewidzie¢ wyniku do$wiadczenia czy
przysztego przebiegu procesu. Powodem
trudnodci jest na ogot nasza niepetna infor-
macja o wszystkich przyczynach interesuja-
cego zjawiska, ale moze nig tez by¢ niezna-
ny stopien doktadno$ci danych empirycz-
nych dotyczacych jego przebiegu. Losowosc
moze sie tez wigza¢ z nadmierng komplika-
cja (ztozono$cia) zjawiska, uniemozliwiaja-
cq jego jednoznaczny opis deterministyczny.
Tak jest, na przyktad, w fizyce statystycznej,
a doktadniej - w kinetycznej teorii gazow,
ktorej przedmiotem jest bardzo duza zbio-
rowos$¢ czasteczek gazu (rzedu 102° - licz-
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i kierownik Zaktadu
Dynamiki Uktadow
Ztozonych prowadzi
bhadania w dziedzinie
dynamiki stochastycznej
uktadow fizycznych

i inzynieryjnych

oraz teorii zastosowan
stochastycznych rownan
rozniczkowych

Jak moina wykryé¢
prawidtowosci

w rozchodzeniu sig fal
akustycznych w morzu
obfitujacym w ryby?
Jakie prawa rzadza
zatamaniem fal, kiedy
granica pomigdzy nimi
jest wysoce nieregularna,
o przypadkowej geometrii
(jak to ma miejsce

na burzliwej powierzchni
morza)? Jest oczywiste,
1e pytania takie

- a takie odpowiedz na nie
- majq istotne znaczenie
praktyczne
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Rozwinigta w ostatnich
latach dziedzina dynamiki
stochastycznej pozwolita
na wypracowanie

metod rozwigzywania
rownan dynamicznych

z wiaczeniem elementow
przypadkowych. Umoiliwia
to okreslenie reakcji wielu
uktadow rzeczywistych na
obciazenia o charakterze
przypadkowym, ktorym
poddawane s3 liczne
budowle. Przyktadem jest
widoczny na zdjeciu maszt
radiowy Programu 1
Polskiego Radia

w Konstantynowie, swego
czasu najwyisza tego typu
struktura na Swiecie
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ba Avogadro) znajdujacych sie w ciggtym,
beztadnym/chaotycznym ruchu iulegaja-
cych w ciggu kazdej sekundy ogromnej licz-
bie wzajemnych zderzen. I chociaz, zapisa-
nie réwnan ruchu poszczegdlnych czaste-
czek jest ,teoretycznie mozliwe”, to - jak
pisze I Stewart - ,wymagatoby papieru
o powierzchni poréwnywalnej z powierzch-
nig obszaru ograniczonego przez orbite
Ksigzyca”, a zatem myslenie o ich rozwigza-
niu bytoby bezsensowne.

Nie jest catkowicie oczywiste, jaki rodzaj
niepewnosci, czy niepeinej informacji o zja-
wisku nalezy uzna¢ za losowo$¢. Czy loso-
wo$¢ rozpadu pierwiastka promieniotwor-
czego (uwazana za istote tego zjawiska) jest
tego samego rodzaju co losowos$¢ falowania
morskiego? Niezaleznie jednak od trudnosci
w rygorystycznym ustaleniu przyczyn i cha-
rakteru przypadku/losowosci od dawna ist-
niata silna potrzeba, aby - mimo iz zjawiska
sg losowe - starac sie rozpoznawac tkwig-
ce w nich prawidtowos$ci, matematycznie je
opisywac i iloSciowo analizowac. Czyni to
teoria (lub rachunek) prawdopodobienstwa
- ogromna i ciagle rozwijajaca sie dziedzina
matematyki bardzo $cisle zwigzana z r6zno-
rodnymi zastosowaniami.

Dwa pojecia leza u podstaw teorii praw-
dopodobienstwa: zdarzenie losowe i prawdo-
podobieristwo. Teoria prawdopodobienistwa
definiuje te pojecia, bada relacje miedzy
prawdopodobienstwami réznych zdarzen

losowych, okresla kiedy zdarzenia sg nieza-

wikipedia.pl

lezne, wyprowadza reguly przeksztatcania
prawdopodobienstw itp., itp. Inaczej - teo-
ria prawdopodobienstwa konstruuje i anali-
zuje ogblne modele zjawisk losowych, w kto-
rych prawdopodobienstwo jest ilo$ciowg cha-
rakterystyka mozliwosci wystepowania okre-
Slonych zdarzen. Wychodzac od charaktery-
zowania zdarzen ,statycznych”, teoria praw-
dopodobienistwa rozszerzyta swe metody na
zjawiska losowe zalezne od czasu (teoria pro-
ces6w losowych/stochastycznych) i na zjawi-
ska zmieniajace sie w przestrzeni oraz zwia-
zane z obiektami geometrycznymi (teoria p6l
losowych, geometria stochastyczna).

Naturalne pytania, jakie sie nasuwaja,
Sg nastepujace: w jaki sposob teoria praw-
dopodobienstwa inauki empiryczne poszu-
kuja prawidtowosci ukrytych w losowosci?
Na czym polega rozpoznawanie i wyjasnia-
nie zjawiska losowego? Co sig rozumie przez
przewidywanie/prognoze przysziego prze-
biegu procesu losowego? Iwreszcie, jaki
rodzaj uzytecznej informacji o zjawisku moze
dostarczy¢ analiza probabilistyczna (tj. z uzy-
ciem teorii prawdopodobienistwa)?

Pytania powyzsze, aczkolwiek bardzo
naturalne, nie s trywialne. OdpowiedZ na
nie wymaga wgladu w catg bogatq rozma-
itoS¢ réznych przejawéw losowosci w zjawi-
skach przyrodniczych, technicznych, ekono-
micznych itp. oraz w do$¢ zaawansowany
matematyczny jezyk teorii prawdopodobien-
stwa. Aby jednak rzuci¢ pierwsze promienie
$wiatta na wskazane wyzej problemy, rozpa-
trzymy dwa przyktady.

Fale stochastyczne

Rozwazmy znane kazdemu z codzien-
nych obserwacji (i edukacji szkolnej) zjawi-
sko ruchu falowego. Ogdlnie, fale - to zabu-
rzenia o$rodka materialnego rozchodzace
si¢ w przestrzeni ze skonczong predkoscig
i przenoszace energie i informacje. W jezyku
matematyki fale opisuje sie przez funk-
cje zalezne od zmiennej przestrzennej (tj.
punktu przestrzeni r) iczasu t. Jezeli zalez-
nos$¢ czasowa owych zaburzen jest ,ustalo-
na” -jest np. okresowa lub, jak méwimy,
harmoniczna - to wtedy interesuje nas tylko
zalezno$¢ zaburzen od zmiennej przestrzen-
nej, a doktadniej - od komplikacji wtasnosci
oSrodka, w ktorym fala rozprzestrzenia sie.

Wspdlng cecha klasycznej analizy fal
(a zatem réwniez tej znanej nam ze szko-



8
3
8y
3
<
3
(=)
2
2
=
2
=
E‘
=

ly, atakze ze studiow uniwersyteckich)
jest to, ze przyjety do opisu model mate-
matyczny ruchu falowego (np. réwnania
akustyki, radiofizyki) jest deterministycz-
ny. Doktadniej, Ze osrodek, w ktérym roz-
chodzi sie fala, jest idealny, tj. jego parame-
try sq niezmienne (por. stata dielektryczna,
przenikalno$¢ magnetyczna stata i, oczywi-
Scie stata w catym osrodku jego gestosc); ide-
alne ksztatty maja tez przeszkody, ktére fala
spotyka na swej drodze; przypomnijmy sobie
ze szkoty prawo Snelliusa dotyczace odbija-
nia sie fali od granicy miedzy dwoma rézny-
mi o$rodkami (oczywiscie, owa granica byta
ptaszczyzna [!], totez iprawo bylo proste).
Okazuje sie, ze wbardzo wielu sytuacjach
rzeczywisto$S¢ nie jest taka idealna. Wskutek
istnienia wielu réznorodnych i przypadko-
wych czynnikéw determinujacych realne
ruchy falowe nalezato poszukiwac innych
matematycznych opiséw. Jak opisac i anali-
zowac przechodzenie fali przez turbulentng
atmosfere (z silnymi przestrzennymi fluktu-
acjami ci$nienia, gestosci osrodka, wtasnosci
magnetycznych itp.)? Jak rozpoznawa¢ moz-
liwe prawidtowosci w rozchodzeniu sie fali
akustycznej w morzu wypetnionym rybami?
Wreszcie, jakie prawa rzadza ,odbijaniem”
sie fali na granicy dwoch osrodkéw, jezeli
granica ta jest nieréwna, wysoce nieregular-
na, o zmiennej losowej geometrii (np. burzli-
wa powierzchnia morza)? Jakie sg prawidto-
wosci przechodzenia zaburzenia sejsmicz-
nego przez wysoce niejednorodng skorupe
ziemska? Nie ma potrzeby podkresla¢, ze
powyzsze pytania (i odpowiedzi na nie) sq

bardzo wazne ze wzgledéw praktycznych.
Mamy jednak nadzieje, iz czytelnik rozpo-
zna w nich tez ukryte piekno, jakie odsta-
nia sie przed badaczem, gdy odkrywa pod-
stawowe zalezno$ci i wypowiada je w jezy-
ku matematyki.

Komplikacja rzeczywistych proceséw
falowych jest przede wszystkim wynikiem
losowej niejednorodnosci i nieoznaczono$ci
struktury wiekszosci osrodkéw przenosza-
cych fale oraz przypadkowych nieréwnosci
powierzchni rozdzielajacych obszary o roz-
nych wiasno$ciach. Nieregularno$¢ i ztozo-
no$¢ wtasnoséci wielu os$rodkéw rzeczywi-
stych (np. turbulentna atmosfera, skorupa
ziemska, materiaty kompozytowe) nie pod-
daje sie opisowi w terminach zwyktych ,de-
terministycznych” obiektéw matematycz-
nych i dlatego jezyk teorii prawdopodobien-
stwa staje sie niezbedny; w istocie jest to
jezyk teorii pol losowych (tj. funkcji loso-
wych wielu zmiennych). Do badania tych zja-
wisk wprowadzamy funkcje losowag @ (r,7y)
zmiennej przestrzennej r w celu opisania
losowej niejednorodnos$ci osrodka, lub loso-
wej nierdownosci powierzchni (y oznacza tzw.
zdarzenie elementarne); jej podstawowe cha-
rakterystyki musza by¢ wyznaczone na pod-
stawie danych empirycznych.

Podstawowym zjawiskiem fizycznym,
ktére w opisywanej sytuacji jest przedmio-
tem zainteresowania badacza, jest zjawisko
rozpraszania fali na ,niejednorodnosciach”
os$rodka. Fala pierwotna (padajaca), docho-
dzac do punktéw osrodka oinnych wia-
snosciach niz otoczenie, staje sie Zrédtem

Maszt radiowy

0 wysokosci 646,38

m rozpoczat prace

w 1974. Rozpoczeta

w 1991 konserwacja
naruszyta stabilnos¢
rdzenia masztu radiowego,
ktory zawalit si¢ 8 sierpnia
1991. Emisje Programu 1
Polskiego Radia przejety
dwa maszty radiowe

w Solcu Kujawskim koto
Bydgoszczy, o wysokosci
zaledwie 330 i 289 m
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Rzeczywista

mikrostruktura aluminium
Al203 oraz jej symulacyjny
model w oparciu

o losowa tesselacje
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Wiatr a budowle

Jak opisac wiatr? Zamiast funkcji V(t) znanej ze szkoty, dla scharakteryzowania predkosci chwilowej wiatru wprowadzamy
funkcje losowa V(t, ), ktora zaleiy nie tylko od czasu {, ale take od przypadku (y symbolizuje tzw. zdarzenie elementarne).
Taka funkcja jest wistocie rodzing (zbiorem) roznych mozliwych realizacji - tj.: deterministycznych predkosci v(t), ktore
moga zaistnie¢. Podstawowe informacie o tej funkcji losowej czerpiemy z obserwacii i pomiarow opracowywanych metodami
statystyki. Najprostsza charakterystyka funkcji V/t, ) jest jej wartos¢ przecigtna (oznaczana czgsto my(t)) opisujaca usredniony
po wszystkich mozliwych realizacjach przebieg predkosci. Oczywiscie, reakcja konstrukcji (przemieszczenie, napreienie
w ustalonym punkcie) jest rowniez losowa (czeSciej mowimy: stochastyczna) i charakteryzuje sie ja innym procesem losowym
Y{t, 7). Znajac podstawowe charakterystyki reakcji konstrukcji, tj. procesu Y{t, ), mozemy oszacowaé prawdopodobienistwo
uszkodzen i trwalosci konstrukcji. Nie ma potrzeby wykazywac, jak waina jest to informacja dla praktyki inzynierskiej!

nowych fal - fal rozproszonych. Te nakla-
dajg sie na fale pierwotng i powoduja loso-
we fluktuacje pola sumarycznego (fluktu-
acje fazy, amplitudy itp.); w rezultacie obser-
wuje si¢ ttumienie fali (zanikanie amplitu-
dy), jej opOznienie, depolaryzacje iwiele
innych zjawisk. IloSciowa charakteryzacja
tych zjawisk jest celem analizy fal stocha-
stycznych. Oczywiscie, ze wzgledu na trud-
nosci, analiza fal stochastycznych opiera sie
na wielu hipotezach fizycznych i zalozeniach
matematycznych weryfikowanych nastepnie
empirycznie. Jedno z zatozen, ktére pozwala
przeprowadzi¢ efektywna analize, polega na
wprowadzeniu (do matematycznego mode-
lu) parametru okreslajacego stosunek dtugo-
sci fali do rozmiaru (skali) losowych niejed-
norodnosci przestrzennych. Analiza fal sto-
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chastycznych jest dzisiaj dziedzing nie tylko
do$¢ zaawansowana teoretycznie, ale takze
okazata sie wielce uzyteczna w takich dzie-
dzinach jak radiofizyka, geofizyka, astrofizy-
ka czy akustyka.

Mikrostruktury losowe

Gdy wezmiemy do reki kawatek meta-
lu (np. stali) i popatrzymy na niego uwaz-
nie, to - jesli przeszedt on wtasciwa obréb-
ke powierzchniowg - nie mamy watpli-
wosci, ze jest to materiat bardzo jednorod-
ny iuznajemy jako rzecz naturalng, ze tak
wiadnie 6w metal traktowany jest w podsta-
wowych ksigzkach dotyczacych mechaniki
i wytrzymatosci materiatow. Istotnie, przez
ditugi czas, kiedy chodzito o charakteryzo-
wanie globalnych, makroskopowych wta-
snosci materiatu, nie interesowano sie jego
wewnetrzng strukturg. Gdy jednak chcemy
glebiej poznac fizyczne podstawy budowy
roznych materiatow uzywanych w techno-
logii (np. w technologii elektronicznej), to
wazne staje sie rozpoznawanie ich mikro-
struktury, tj. ich morfologii na poziomie
mikroskopowym (jak méwimy - w skalach

K. Sobezyk



duzo mniejszych niz skala naszych bezpo-
Srednich zmystowych obserwacji). Dzisiaj
wiadomo dobrze, ze owe makroskopowo jed-
norodne metale majq bardzo skomplikowana
mikrostrukture; ze sg to ciata polikrystalicz-
ne, bedace agregatami ogromne;j liczby ani-
zotropowych krysztatow, ktorych osie (kry-
stalograficzne) sa losowo ukierunkowane
w przestrzeni. Badacze z zakresu inzynie-
rii materialowej poswiecaja duzo wysitku,
aby rozpozna¢ mikrostruktury ziaren meta-
lurgicznych generowane w procesie wytwa-
rzania metalu. Zdjecia wizualizujace owe
mikrostruktury pokazuja ich przestrzenna
ztozono$¢ i losowosc.

Wytonit sie wiec wazny dla nauki i zasto-
sowan problem: jak matematycznie charak-
teryzowa¢ obserwowane empirycznie skom-
plikowane i losowe mikrostruktury material-
ne i jak wykorzysta¢ mozliwe ich modele do
analizy zjawisk zachodzacych w materiatach
na poziomie mikroskopowym? I tutaj znow
przychodzi z pomocg teoria prawdopodo-
bienstwa, a doktadniej - jej nowa gataz: geo-
metria stochastyczna, badajaca rozmaite
obiekty i struktury geometryczne o losowych
wilasno$ciach. Jedng z takich wielce interesu-
jacych struktur sg tesselacje (lub mozaiki)
losowe. Jest to rodzina (zbidr) przylegajacych
do siebie losowych wielo$cianow wypetnia-
jacych przestrzen. WieloSciany (a na ptasz-
czyznie - wieloboki) sa losowe, bo maja
rézng ilosowa liczbe wierzchotkéw, krawe-
dzi idcian, atakze maja losowe objetosci.
[ chociaz owe tesselacje pojawity sie w czy-
stej matematyce juz dawno (G.L. Dirichlet
- 1850 r., G.Voronoi - 1908 r.), to dopiero
zastosowania sprawily, iz sg one teraz przed-
miotem zainteresowania bardzo wielu bada-
czy. Okazato sie bowiem, ze mogg one stu-
zy€ jako do$¢ adekwatne modele wielu rze-
czywistych losowych struktur komérko-
wych - w tym takze mikrostruktury ziarni-
stej metali iceramik. Gdy taki tesselacyj-
ny model zostanie skonstruowany dla bada-
nej mikrostruktury metalicznej, a jego para-
metry - powigzane z danymi empiryczny-
mi, mozna wtedy okreslac dla takiego mode-
lu deformacje inaprezenia, ktére z kolei sg
konieczne do charakteryzowania takich np.
zjawisk jak inicjacja pekania materiatu. To
zjawisko ma oczywiScie charakter losowy,
totez przewidywanie jego wystapienia wyra-
zamy w terminach prawdopodobienstwa.
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Nie jest tatwo skonstruowac ogoélny model
dla takiego zjawiska jak pekanie, ktory
uwzgledniatby skomplikowang mikrostruk-
ture ijej losowos$¢. Mechanizmy pekania na
poziomie mikroskopowym nie sg jeszcze cal-
kowicie rozpoznane. Ichociaz pole napre-
zen w materiale - podobnie jak w mechani-
ce makroskopowej - jest tutaj takze podsta-
wowa sila sprawcza, to w mikromechanice
pekania jest ono mocno komplikowane przez
ztozono$¢ mikrostruktury, tj. przez jej wiel-
kg przestrzenng zmiennoSc i losowos¢, przy
czym czesto jest to zmienno$¢ hierarchicz-
na manifestujaca sie w zalezno$ci napreze-
nia od wtasnosci osrodka na réznych ska-
lach przestrzennych. Nie ulega watpliwosci,
ze naszkicowana tu problematyka badania
zjawisk w mikrostrukturach losowych (takze
w mikrostrukturach biologicznych) nalezy do
wyzwan wspoétczesnej matematyki stosowa-
nej, nauki o materiatach, mechaniki, a takze,
w jakim$ sensie, do ogélnej nauki o ztozono-
Sci (ang. complexity science). Autor niniejsze-
g0 eseju jest rad, iz moze w tych wyzwaniach
aktywnie uczestniczyc. =
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Sity napiec i obcigzen
dziatajacych na

wiele konstrukcji
technologicznych majg
czesto nieregularny
charakter i pojawiajq sie
w sposob przypadkowy.
Dotyczy to nie tylko
pokazanych na zdjeciu
budynkéw zaatakowanych
przez tornado, ale takie
wysokich anten radiowych
i telewizyjnych, a takie
morskich platform
wiertniczych. Obciazenia
i napigcia platform
wywotane uderzeniami
wiatru i fal morskich
rozwijajq sie w czasie

w sposob niezwykle
skomplikowany,

i do ich opisu nie nadajq
si¢ tradycyjne metody
(np. przy uiyciu funkcji
okresowych)
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