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W 1904 roku szwedzki matematyk
Helge von Koch opisał niezwykłą figurę
geometryczną o ,,samopodobnym" brzegu,
którą nazwał ,,płatkiem śniegu". Dziś takie
,,samopodobne", ale ,,niegładkie" zbiory
nazywane fraktalami, znane z niezwykłej urody,
są obiektem intensywnych badań naukowych

Zachwycony wewnętrzną nieskończonością krzy
wej von Kocha włoski matematyk Ernesto Cesaro napi
sał o niej: .. Gdyby była obdarzona życiem, można by się
jej pozbyć, tylko niszcząc ją w całości. Inaczej odżywała
by znowu i znowu z głębi swoich trójkątów, jak to czyni
życie we Wszechświecie".

Powszechność takich figur w matematyce i przyro
dzie zauważył Benoit Mandelbrot, mając już do dyspozy
cji komputer. To on nazwał je fraktalami. Ich wymiar geo
metryczny jest większy niż topologiczny (wymiar topolo
giczny krzywej jest równy 1, powierzchni 2 itd.) i nie musi
być liczbą całkowitą.

Cechą wielu fraktali jest samopodobieństwo: fraktal w do
wolnie małym otoczeniu każdego jego punktu jest podobny
do całego fraktala (lub jego dużej części). Taka własność
fraktali sprawia, że znajdują one zastosowania również
w dziedzinach odległych od matematyki: w grafice kompu
terowej do tworzenia wiarygodnych krajobrazów i kompre
sji danych, do badań struktury całego Wszechświata, a na
wet przewidywania kursu akcji na giełdzie.

Samopodobieństwo fraktali często wynika z tego, że ist
nieje lokalnie rozciągające przekształcenie J fraktala w sie
bie takie, że iteracje (powtórzenia) f przekształcają małe
zbiory na duże, deformując kształty tylko w sposób ograni
czony (mówimy wtedy o ograniczonej dystorsji). Oczywiście
im mniejsza skala (mniejszy zbiór), tym dłuższy czas (itera
cja) dla dojścia do dużej skali jest potrzebny. I tak okazuje
się, że własności przestrzeni w mikroskali są związane z za
chowaniem trajektorii przekształcenia po długim czasie.

W poszukiwaniu stabilności
W tym miejscu analiza i geometria fraktali spotyka się

z teorią układów dynamicznych. Układy dynamiczne cpi-

sują zachowanie się trajektorii punktów przy iterowaniu
przekształcenia lub trajektorii rozwiązań równań różnicz
kowych opisujących procesy fizyczne w długim czasie.
Dotyczą stabilności układu i zbiorów niezmienniczych.
Początki tej dziedziny matematyki związane są z me
chaniką niebieską. Jak zachowuje się układ dwóch ciał,
wiedzieli już Kepler i Newton. Jednak układ trzech ciał
(Słońce, Jowisz, Ziemia) nadal nie jest matematycznie do
kładnie zrozumiany. Na ogól w sytuacjach pochodzących
z mechaniki przestrzeń rozpada się na zbiory niezmienni
cze, w których ruch jest prawie okresowy i zbiory, w któ
rych ruch jest ..chaotyczny". Te ostatnie zostały zrozumia
ne dopiero w ostatnich dziesięcioleciach: okazało się, że
taki ruch można opisać najprostszymi procesami stocha
stycznymi, stąd powiedzenie: ,.deterministyczny chaos".
W sytuacjach gdzie miara (i energia) nie musi być zacho
wana, istnieją też obszary przyciągane do trajektorii okre
sowych, atraktory bardziej skomplikowane niż pojedyncze
trajektorie, repellery itp.

Dynamika populacji
ajprostszym przekształceniem, które można iterować,

otrzymując ciekawe zjawiska, jest wielomian kwadratowy
x ~ ax ( 1 - x), z dodatnim współczynnikiem a nie więk-

Wypełniony zbiór Julii, c = -0,8 - 0,15 I 
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szym niż 4. Dynamika takiego przekształcenia daje naj
prostszy model zachowania populacji np. jakiegoś gatun
ku zwierząt. Jeśli x jest małe, to w następnych generacjach
rośnie (o ile współczynnik a jest większy niż 1) - liczeb
ność danego gatunku rośnie. Jeśli x jest bliskie 1, to w na
stępnej generacji jest małe - zbyt gęsto zasiedlające teren
zwierzęta giną. Trajektoria typowego punktu (liczebności
populacji) może w zależności od a zbliżać się do trajek
torii (orbity) okresowej lub zachowywać się chaotycznie.
Wtedy jednak dla prawie wszystkich parametrów a trajek
toria prawie każdego punktu x zachowuje się .tak samo"
- po długim czasie cały odcinek [O, 1] (lub pewna skoń
czona liczba jego pododcinków) jest .pokryta" trajektorią,
a ,,gęstość" tego pokrycia nie zależy od x! Ta własność na
zywa się ergodycznością ,,stanu równowagi".

Julia i Mandelbrot 
W Jatach 80. zająłem się iteracjami funkcji przekształ

ceń holomorficznych na płaszczyźnie. To są przekształce
nia, których iteracje (poza pewnymi punktami osobliwy
mi) mają ograniczoną dystorsję i rozciągają, implikują
więc samopodobieństwo.

Żeby zrozumieć iteracje ax (1 - x), należy czasem badać
iteracje z~ az (1 - z) lub, po odpowiedniej zmianie współ
rzędnych, z ~ z2 - c. Tutaj z jest punktem płaszczyzny,
traktowanym jako liczba zespolona. A funkcja holomor
ficzna to po prostu wielomian kwadratowy. Geometrycznie
liczby zespolone dodaje się tak jak wektory łączące O z ty
mi liczbami, a mnoży się, mnożąc długości tych wekto
rów i ustawiając powstały wektor pod kątem (przeciwnie
do ruchu wskazówek zegara) względem dodatniej półosi
(tzw. argumentem) będącym sumą argumentów tych wek
torów. Przy dowolnie ustalonej liczbie zespolonej c, jeśli
punkt z jest dostatecznie daleko od O, jego trajektoria przy
iterowaniu przekształcenia fc ucieka do nieskończoności.
Mówimy, że z jest w basenie przyciągania nieskończono
ści. Ten basen ma brzeg, nazywany zbiorem Julii od na
zwiska Gastona Julia, który na początku XX w., niezależ
nie od drugiego odkrywcy Pierre'a Fatou, zdefiniował go
dlafc i pewnych szerszych klas funkcji.

Zbiór Julii jest ,,chaotycznym repellerem". Proszę
zauważyć, że dla /0 zbiór Julii J (/0) to okrąg o środku
w O i promieniu 1. Dla fc gdy c * O, ale jest blisko O, zbiór
Julii jest krzywą zamkniętą blisko okręgu o promieniu 1,
będącą jednak fraktalem. Kiedy c oddala się od O, przekra
czając krzywą zwaną kardioidą, następują samozlepienia
tej krzywej. Zbiór Julii może przypominać brzeg ,,smoka".
Gdy c opuszcza pewien zbiór zwany zbiorem Mandelbrota,
zbiór Julii się rozsypuje.

Dla wielu c zbiór Julii dla fc jest sumą obrośniętych
kolcami w płaszczyźnie odcinków z prostej rzeczywi
stej. Większość tego ,,krzaka" (,,jeża") jest samopodobna,
ale nie ,,dokładnie" z uwagi na punkt osobliwy O w zbio
rze Julii. Ja zajmuję się badaniem własności statystycz-
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nych takich ,,niejednostajnie rozciągających" przekształ
ceń fc i ogólniej: funkcji wymiernych (ilorazu wielomia
nów zmiennej zespolonej) oraz dokładniejszym opisem lo
kalnej geometrii.

Można też iterować przekształcenie z ~ oes, gdzie
dla z= (x, y) (punktu płaszczyzny o współrzędnych x, y) 
ez= ex (cosy+ i siny), a i to pierwiastek kwadratowy z licz
by -1. Zbiór Julii przekształcenia ae' składa się z nieskoń
czonej liczby (tzw. zbioru Cantara) poklejonych w kosmy
ki ,,włosów". To tzw. bukiet Cantara. B. Karpińska w zna
komitym doktoracie napisanym pod moją opieką udowod
niła, że wymiar geometryczny Hausdorffa zbioru końców
tych włosów jest równy 2, a paradoksalnie wymiar całe
go bukietu bez końców (wymiar sumy tylko ,,łodyg") jest
równy 1. To bukiet o ,,bardzo roztrzepanych kwiatach".

Zespół warszawski wraz z matematykami m.in. z USA,
Wielkiej Brytanii, Francji i Chile prowadzi badania zbio
rów Julii dla ogólnych funkcji analitycznych zespolo
nych jednej lub wielu zmiennych i związanych z dy
namiką fraktali. Część badań prowadzona jest w ra
mach europejskiej sieci Marie Curie Research Training
Network ,,Conformal Structures and Dynamics" i progra
mu Marie Curie Transfer of Knowledge ,,Deterministic and
Stochastic Dynamics, Fractals, Turbulence" w IMPAN. ■
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