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Problemy oprobowania posredniego z16z
metodami korelacyjno-regresyjnymi
na przyktfadzie ztoza wapieni i margli

Streszczenie: Metoda korelacyjno-regresyjna jako jedna z metod oprébowania posredniego jest wykorzystywana
w praktyce geologiczno-gorniczej jedynie sporadycznie. Teoretycznie powinna ona by¢ szczegdlnie przydatna do
prognozowania zawartosci niektérych sktadnikéw chemicznych w ztozach wapieni i margli z uwagi na tgczace je
silne zaleznosci korelacyjne. W artykule przedstawiono wyniki analizy korelaciji i regresji prostej oraz wielokrotnej
(wielorakiej) dla 5 wytypowanych sktadnikéw (CaO, SiO,, Al,03, MgO, SO3) oznaczonych w prébach z otworéw
wiertniczych rozpoznawczych i otworéw strzatowych wykonanych w ztozu Barcin-Piechcin-Pako$¢. Jako miare
sity korelacji i jako$ci modeli regresyjnych wykorzystano wspoétczynniki determinacji. Stwierdzono bardzo silng
korelacje liniowg zawarto$ci CaO i SiO, oraz silng korelacje liniowg zawartosci CaO z Al,O3 i SiO, z Al,O3.
Zwiagzki korelacyjne pozostatych par tlenkdw sg stabe lub bardzo stabe i nie stwarzajg podstaw do predykcji ich
zawartosci opartej na modelach regresyjnych wigzgcych je z zawarto$ciami innych sktadnikéw. Wykorzystanie
modeli nieliniowych dla rozpatrywanych par sktadnikéw przynosi jedynie niewielkie polepszenie jakosci regres;ji,
nieznaczace z praktycznego punktu widzenia. Do podobnych wnioskéw prowadzi takze zastosowanie modeli
regresji wielokrotnej, wigzacej zawartosci kolejnych sktadnikéw (z wyjatkiem CaO) ze wszystkimi pozostatymi.
Uzyskany w dwoéch przypadkach silny wzrost wspoétczynnikéw determinacji w poréwnaniu ze wspétczynnikami
determinaciji dla prostej korelacji liniowej okazat sig by¢ sztuczny i spowodowany wystepowaniem wspétliniowo-
$ci pomigdzy zawartosciami niektérych sktadnikéw petnigcych role zmiennych niezaleznych. Z punktu widzenia
praktyki geologiczno-gérniczej uzyskane wyniki analizy wskazujg na mozliwosé w petni wiarygodnej predykcji
jedynie zawartosci SiO, oraz ograniczonej wiarygodnosci predykcji zawartosci Al,O3, gdy znana jest zawarto$¢
CaO przy wykorzystaniu prostych, liniowych modeli regresiji.

Stowa kluczowe: zloze wapieni i margli, sktadniki chemiczne, korelacje proste i wielorakie
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Problems related to indirect sampling methods using correlation
and regression methods on the example
of marl and limestone deposits

Abstract: The correlation-regression method, as one of the indirect sampling methods, is only sporadically used in
geological and mining activities. Theoretically, it should be particularly useful for predicting the content of some
chemical components in limestone and marl deposits due to the correlation between them. The results of simple
and multiple correlation and regression analysis for 5 selected components (CaO, SiO,, Al,O3, MgO, and SO3),
determined in samples from exploratory boreholes and blast holes carried out in the Barcin-Piechcin-Pako$é¢
deposit, are presented in the article. The determination coefficients were used as a measure of the correlation
power and the quality of the regression models. A very strong linear correlation between CaO and SiO, content
and strong linear correlations between CaO and Al,O3 and SiO, with Al,O3 have been found. The correlation
relationships of the remaining pairs of oxides are weak or very weak and do not provide a basis for prediction
of their content based on regression models binding them with the content of other components. The use of
nonlinear models for these pairs of oxides results in only a slight improvement in the quality of regression, insi-
gnificant from a practical point of view. The application of multiple regression models, linking the content of the
mentioned components (with the exception of Ca0O), leads to similar conclusions. Compared to the determination
coefficients of a simple linear correlation, a strong increase in determination coefficients obtained in two cases
was found to be artificial and caused by a correlation between the content of the selected components acting
as independent variables. From the geological and mining point of view, the results of the analysis indicate the
possibility of a fully reliable prediction of SiO, content and the limited reliability of the Al,O3 content prediction
when the CaO content is determined using simple linear regression models.

Keywords: limestone and marl deposits, chemical components, simple and multiple correlations

Wprowadzenie

W odréznieniu od klasycznego, bezposredniego oprobowania zi6z, oprobowanie po-
srednie nie wymaga fizycznego pobierania porcji materiatu skalnego. Oceny zawarto$ci
sktadnikow uzytecznych w wyrobiskach gorniczych lub rdzeniach z otworéw wiertniczych
dokonuje si¢ przy zastosowaniu metod wizualnych, geofizycznych lub korelacyjno-regresyj-
nych. Oprébowanie posrednie uwaza sig, nie zawsze stusznie, za znacznie mniej doktadne
od oprobowania bezposredniego. Zapewne ten poglad byt jedng z wazniejszych przyczyn
bardzo ograniczonego zastosowania metod oprébowania posredniego w praktyce geologicz-
no-gorniczej, pomimo pozytywnych rezultatdéw uzyskanych w trakcie testowania niektorych
z nich. Przyktadowo, metoda rentgenofluorecencyjna (XRF) data obiecujace wyniki przy
oznaczaniu zawarto$ci Zn i Pb w wyrobiskach gorniczych olkuskich zt6z Zn-Pb i zawar-
tosci Cu w ztozach rud Cu-Ag LGOM, jak rowniez zawartosci Sn w rdzeniach z otworéw
wiertniczych wykonanych w ztozu Gierczyn (Nie¢ 1990). Rowniez dobre wyniki uzyskano
przy wizualnej ocenie zawartosci Zn w wyrobiskach kopalni rud Zn-Pb Bolestaw (Blajda
1 Niedzielski 1979).

Metoda korelacyjno-regresyjna sprowadza si¢ zasadniczo do prognozy zawarto$ci jedne-
go sktadnika (nie oznaczanego w probie), traktowanego jako zmienna zalezna (wyjasniana),
opierajac si¢ na znajomos$ci zawartosci innego sktadnika, traktowanego jako zmienna nie-
zalezna (objasniana) lub zawartosci zespotu innych sktadnikéw przy wykorzystaniu wyzna-
czonego modelu taczacych ich zaleznosci korelacyjnych. Ocena zawartosci moze by¢ szcze-
goblnie przydatna w odniesieniu do pierwiastkow Sladowych, ktorych oznaczanie w sposob
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bezposredni jest klopotliwe i kosztowne. Posta¢ matematyczng modelu (funkcji regres;ji)
okresla si¢ z reguty metoda najmniejszych kwadratow. Praktyczne zastosowanie zbudowa-
nego modelu uwarunkowane jest jego statystyczng istotno$cia wykazang odpowiednim te-
stem statystycznym i wysokim stopniem doktadno$ci predykcji zmiennej zaleznej. Metoda
ta wydaje si¢ by¢ predestynowana do prognozowania zawartosci niektorych sktadnikow
chemicznych w ztozach wapieni i margli. Wzrostowi zailenia zt6z wapieni z oczywistych
powodow towarzyszy zmniejszanie si¢ zawartosci CaO, przy jednoczesnym zwigkszaniu
si¢ zawartosci SiO, 1 Al,O5. Metoda korelacyjno-regresyjna jak dotychczas nie znalazta
szerszego zastosowania zar6wno w zlozach wapieni jak i innych ztozach.

Celem przedstawianych badan byla analiza przydatnosci réznych wariantéow metod ko-
relacyjno-regresyjnych do prognozy zawartosci niektorych sktadnikéw w ztozu wapieni
i margli Barcin-Piechcin-Pakos¢.

1. Materiat podstawowy

Material podstawowy badan stanowily wyniki oprobowania fragmentu zloza wapieni

i margli Barcin—Piechcin—Pako$¢, a w szczegodlnosci dobrze udokumentowane oznaczenia

w probach pigciu sktadnikow chemicznych: CaO, SiO,, Al,O3, MgO, SO5 (Mucha i in.

2017). W analizie statystycznej wykorzystano trzy rodzaje zbiorow danych, ktore tworzyly:

A. Oznaczenia sktadnikdw w probach pobranych z rdzeni wiertniczych otworéw rozpo-
znawczych; z uwagi na bardzo zréznicowane dtugosci oprobowanych odcinkéw rdzeni
dokonano regularyzacji (ujednolicenia) dtugosci probek do 1m, przypisujac im oznacze-
nia zawarto$ci wyliczone przy zastosowaniu algorytmu na $rednia wazong z oznaczen
dla probek oryginalnych; tacznie wykorzystano 30 253 oznaczenia dla kazdego sktad-
nika w probach zregularyzowanych.

B. Oznaczenia sktadnikow w probach pobranych z materialu skalnego uzyskanego w trak-
cie wykonywania otwor6éw strzalowych z pozioméw eksploatacyjnych o dtugosci rzgdu
20 m (35 914 oznaczen).

C. Usrednione arytmetycznie oznaczenia zawartosci sktadnikow z otwordéw strzalowych
wykonanych w obrebie umownych elementarnych jednostek wydobywczych obejmuja-
cych srednio 30 otwordw strzatowych odpalanych jednoczesnie dla uzyskania jednora-
zowej porcji urobku (299 danych).

Wykorzystane w analizie zbiory danych s3 liczebno§ciowo wyjatkowo bogate, zwlaszcza

w przypadku danych z otworéw rozpoznawczych i strzatowych.

2. Metodyka badan

W analizie przyjeto, ze zawartosci CaO jako podstawowego sktadnika zt6z wapieni
i margli sg okreslane kazdorazowo na podstawie klasycznego opréobowania bezposred-
niego, natomiast przedmiotem predykcji beda zawartosci SiO,, Al,O3, MgO i SO5 przy
zastosowaniu modelu zalezno$ci (funkcji regresji) wyznaczonego metoda najmniejszych
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kwadratow. Do tego celu wykorzystano statystyczne techniki korelacyjno-regresyjne,
a w szczegolnosci:

= prosta korelacj¢ liniowag (KL) — w tym przypadku badano zalezno$ci miedzy kazda

para sktadnikow,

= korelacj¢ nieliniowa (KN) miedzy kazda parg sktadnikow — wykorzystano do tego

celu zlinearyzowane modele nieliniowe otrzymywane przez podstawowe transforma-
cje matematyczne zmiennych niezaleznych lub zaleznych, prowadzace do przeksztat-
cenia pierwotnie nieliniowej zaleznosci zmiennych w zaleznos¢ liniowa,

= korelacj¢ wielorakag (wielokrotng) (KW), wiazaca liniowo zawartosci kazdego ze

sktadnikoéw (z wyjatkiem zawartosci CaO) ze wszystkimi pozostatymi.

Wymienione metody zastosowano oddzielnie dla kazdej z wymienionych wczesniej
trzech grup utworzonych zbioréw danych (A, B, C).

Jako miare sily korelacji obliczono wartoci wspotczynnika determinacji (R?), ktory
okresla udziat zmienno$ci zmiennej zaleznej wyjasnionej przez model zalezno$ci (funk-
cje regresji) w jej calkowitej zmienno$ci. Wspodtczynnik determinacji moze przyjmowaé
warto$ci z zakresu od 0 do 1, przy czym w geologii czesto wyraza si¢ je w procentach od
0 do 100%. Sitg zaleznosci tatwo jest w praktyce zinterpretowac¢ wykorzystujac klasyfikacje
Niecia (Nie¢ 1 in. 2012). W mysl tej klasyfikacji zalezno$¢ uznaje si¢ za:

= bardzo silng (bardzo wyrazna), gdy 80% < RZ < 100%,

= silng (wyrazna), gdy 50% < RZ < 80%,

- staba, gdy 25% < R? < 50%,

= bardzo staba, gdy 10% < R% < 25%.

Gdy R? < 10% przyjmuje sie, Ze korelacja nie wystepuje, natomiast gdy R? = 100%
zalezno$¢ jest pelna i ma charakter zaleznosci funkcyjnej (deterministycznej).

W praktyce zastosowanie modelu regresji do predykcji zmiennych jest uzasadnione,
kiedy jest on statystycznie istotny i dodatkowo cechuje si¢ wysoka wartoscig wspotczyn-
nika determinacji R? > 80% lub rzadziej, z zachowaniem pewnej rezerwy i ograniczonego
zaufania do uzyskanych wynikéw, gdy R? > 50%. W przypadku prostego modelu liniowego
pierwiastek ze wspotczynnika determinacji jest rowny popularnemu wspotczynnikowi ko-
relacji liniowej zmiennych. W przypadku, gdy R? < 50%, wyznaczone modele zaleznosci
uznawano za nieatrakcyjne z punktu widzenia ich mozliwos$ci predykcyjnych.

Wiarygodno$é uzyskiwanych metodg najmniejszych kwadratow liniowych modeli za-
leznosci uwarunkowana jest spetnieniem szeregu zatozen (Stanisz 2007). Sposréd nich do
wazniejszych naleza:

= Normalnos$¢ (przynajmniej przyblizona) rozkladu sktadnika losowego, tzn. réznic

(reszt) migdzy pomierzonymi i odczytanymi z modelu warto$ciami zmiennej zalez-
nej dla wszystkich obserwacji, ktorg mozna najprosciej zweryfikowa¢ za pomoca
normalnego wykresu kwantylowego reszt; spetnienie tego warunku umozliwia wery-
fikacje istotnosci modelu za pomoca testow statystycznych w szczegolnosci dla ma-
lych zbioréw danych; dla duzych zbiorow danych, z ktorych korzystano w analizie,
zalozenie to ma mniejsze znaczenie z uwagi na mozliwo$¢ korzystania z rozktadow
asymptotycznych, a ponadto analizy regresji sa odporne na niewielkie odstgpstwa od
normalnosci rozktadow.
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= Stato$¢ wariancji sktadnika losowego modelu; wtasciwos¢ t¢ zwang homoscedastycz-
noscig mozna zweryfikowaé za pomocg wykresu zaleznosci standaryzowanych reszt
wzgledem prognozowanych warto$ci zmiennej zaleznej. Brak nawet przyblizonej sta-
osci wariancji reszt, okreslany jako heteroscedastycznos¢, moze by¢ spowodowany
zle dobrang postacia funkcji regresji, nieuwzglednieniem innych istotnych zmiennych
niezaleznych lub zréznicowang jakoscig zbioru danych podstawowych. Jej wystepowa-
nie moze powodowaé bledng oceng warto$ci parametrow regresji (ich przeszacowanie
lub niedoszacowanie, niewlasciwy znak parametru ktocacy si¢ z teorig lub zdrowym
rozsadkiem) i brak ich stabilno$ci przejawiajacy si¢ znaczacymi zmianami wartosci
parametréw modelu przy powiekszaniu zbioru danych zwigzanego z dodawaniem no-
wych pomiarow. Heteroscedastycznos¢ skutkuje ponadto blgdami systematycznymi
przeszacowaniem warto$ci wspotczynnika determinacji oraz nieprawidtowymi prze-
dziatami ufnosci dla prognozowanych wartosci zmiennej zaleznej.
= Brak wspotliniowosci zmiennych niezaleznych w przypadku regresji wielokrot-
nej (brak silnej zalezno$ci korelacyjnej zmiennych niezaleznych). Wystepowanie
wspoltliniowosci zmiennych niezaleznych moze powodowaé btedna oceng wartosci
parametrow regresji (ich przeszacowanie lub niedoszacowanie, niewlasciwy znak
parametru sprzeczny z teorig opisujaca dane zjawisko) i brak ich stabilnosci przeja-
wiajacy si¢ znaczgcymi zmianami warto$ci parametréw modelu przy powigkszaniu
zbioru danych zwigzanym z dodawaniem nowych pomiarow.
Jedna z czgsciej stosowanych metod oceny sity wspoétliniowosci jest tzw. czynnik inflacji
wariancji (VIF — Variance Inflation Factor) obliczany dla i-tej zmiennej niezaleznej ze wzoru:

1 )

gdzie:
Riz— wspotczynnik determinacji dla modelu regresji wielorakiej migdzy i-ta zmienna
niezalezna i wszystkimi pozostatymi zmiennymi niezaleznymi.

VIF oblicza si¢ dla kazdej ze zmiennych niezaleznych (predyktoréw) oddzielnie, co
pozwala ustali¢, ktéra lub ktoére z nich wprowadzaja do modelu wspotliniowosc.

Uwaza sig, ze gdy VIF > 10, wspotliniowo$¢ ma charakter zaklocajacy, a zmienna odpo-
wiedzialna za to (nadmiarowa) powinna by¢ usunigta z modelu (Stanisz 2007).

W przypadku silnej wspotliniowosci zmiennych niezaleznych zamiast klasycznej analizy
regresji liniowej mozna zastosowac tzw. analiz¢ regresji grzbietowej, w ktorej sztucznie
zmniejsza si¢ warto$¢ wspolezynnikéw korelacji migdzy zmiennymi niezaleznymi az do
osiggniecia zadowalajacych efektéw oszacowania. Uzyskuje si¢ w ten sposdb estymato-
ry parametréow modelu liniowego regresji wielorakiej o mniejszej wariancji ale obcigzone
w réznym stopniu bfedami systematycznymi. Z uwagi na arbitralny sposob obnizania kore-
lacji zmiennych niezaleznych metoda ta nie znalazta powszechnej akceptacji (Stanisz 2007).
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3. Wyniki badan

W pierwszej kolejnosci dla trzech rodzajow zbiorow danych podstawowych obliczono
w programie STATGRAPHICS wartosci wspotczynnikow determinacji (R2), okreslajace site
korelacji liniowej wigzacej wszystkie pary zawarto$ci rozpatrywanych sktadnikow chemicz-
nych (tab. 1). We wszystkich analizowanych przypadkach korelacje sa statystycznie istotne
na poziomie istotnosci a = 0,05. Bardzo silng korelacje liniowa (87% < R? < 92%) stwier-
dzono jednak jedynie migdzy zawartoscia SiO, i CaO, zwigkszajaca si¢ nieznacznie przy
przejsciu od prob zregularyzowanych z otwordéw rozpoznawczych przez otwory strzalowe
do usrednionych wartosci sktadnikow w otworach strzalowych w obrebie elementarnych
jednostek wydobywczych. Silna korelacje (50% < R? < 66%) stwierdzono w przypadku
pary zawarto$ci Al,O3 1 CaO oraz nieco zaskakujaco i w sposob trudny do wytlumaczenia
w przypadku pary zawartosci Al,O5 i SiO,, ale jedynie dla danych usrednionych w elemen-
tarnych jednostkach wydobywczych. We wszystkich pozostatych przypadkach pomimo sta-
tystycznej istotnosci korelacje liniowe sg zbyt stabe 1 w praktyce nieprzydatne do predykcji
zawartosci sktadnikow na podstawie modeli regresyjnych.

Zastosowanie najlepszych modeli nieliniowych (tzn. o najwyzszym wspotczynniku de-
terminacji) aproksymujacych empiryczng zalezno§¢ migdzy parami sktadnikow, prowadzi
jedynie do nieznaczacego praktycznie wzrostu sily korelacji mierzonej kilkuprocentowym

TABELA 1. Wspotczynniki determinaciji dla prostej korelacji liniowej sktadnikéw na podstawie proéb:
zregularyzowanych z otworéw rozpoznawczych (A), z otworéw strzatowych (B),
z zespotu otworéw strzatowych w obrebie elementarnej jednostki eksploatacyjnej (C)

TABLE 1. Determination coefficients for a simple linear correlation of components based on samples collected
from: regularized exploratory boreholes (A), blast holes (B), and a set of blast holes carried
out within the elementary exploitation unit (C)

Sktadnik | Zbiér Sio, AlLO; MgO 8O3
A 87,0 (1,66) 50,6 (0,65) 24,2 (0,68) 3,6 (0,23)
Ca0 B 90,0 (0,81) 56,2 (0,19) 32,6 (0,25) 4,1 (0,16)
C 91,7 (0,42) 65,4 (0,10) 17,5 (0,08) 11,9 (0,11)
A 36,6 (0,74) 4,5 (0,77) 1,8 (0,23)
sio, B 45,6 (0,20) 16,9 (0,27) 0,7 (0,32)
C 63,4 (0,10) 8,0 (0,16) 13,6 (0,16)
A 3,4 (0,77) 2,5 (0,23)
AlLO3 B 16,0 (0,25) 2,9 (0,16)
C 8,0 (0,09) 13,6 (0,11)
A 1,7 (0,23)
MgO B 0,7 (0,32)
C 0,2 (0,12)
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zwigkszeniem wspolczynnikéw determinacji (tab. 2—4). Ograniczajac si¢ do zwigzkow kore-
lacyjnych zawarto$ci sktadnikow z zawartosciami CaO, nie obserwuje si¢ formalnego przej-
$cia od korelacji stabej do silnej, a tym bardziej bardzo silnej. Wynika z tego, ze prostsze
modele liniowe sa wystarczajace do opisu zalezno$ci zawartos$ci sktadnikow.

Zastosowanie regresji wielorakiej (wielokrotnej) w przypadku danych z otworéw strza-
towych i usrednionych danych dla grupy otwordéw strzalowych w elementarnej jednostce
wydobywczej, podobnie jak i w przypadku korelacji nieliniowej nie przynosi (z wyjatkiem
zawartosci MgO dla otworow strzatowych) znaczacego podwyzszenia mocy predykeyjnej
modeli, o czym $§wiadcza jedynie kilkuprocentowe wzrosty warto$ci wspdtczynnika deter-

TABELA 2. Wspodtczynniki determinacji dla prostej korelacji liniowej, korelacji nieliniowej i wielokrotnej sktadnikéw
na podstawie prob zregularyzowanych z otworéw rozpoznawczych
TABLE 2. Determination coefficients for a simple linear correlation, nonlinear correlation, and multiple correlation
of components based on the regularized exploratory borehole
Sktadnik Korelacja Si0, Al,O4 MgO SO;
liniowa 87,0 50,6 24,2 3,6
CaO nieliniowa 88,0 51,0 32,8 43
wieloraka 97,8 79,8 87,7 6,3
TABELA 3. Wspotczynniki determinacji dla prostej korelacji liniowej, korelacji nieliniowej i wielokrotnej sktadnikéw
na podstawie prob z otworéw strzatowych
TABLE 3. Determination coefficients for a simple linear correlation, nonlinear correlation, and multiple correlation
of components based on blast holes
Sktadnik Korelacja Si0, Al,O4 MgO SO;
liniowa 90,0 53,1 32,6 4,1
CaO nieliniowa 90,4 56,2 37,9 7,1
wieloraka 93,0 53,7 51,2 9,8
TABELA 4. Wspdtczynniki determinacji dla prostej korelacji liniowej, korelacji nieliniowej i wielokrotnej sktadnikéw
na podstawie usrednionych danych w grupach préb z otworéw strzatowych w elementarnych
jednostkach wydobywczych
TABLE 4. Determination coefficients for a simple linear correlation, nonlinear correlation, and multiple correlation

of components based on the averaged data collected from sets of blast holes carried out within the
elementary exploitation units

Sktadnik Korelacja SiO, Al,O5 MgO SO;
liniowa 91,7 65,4 17,5 11,9

CaO nieliniowa 93,2 65,5 20,3 20,4
wieloraka 92,8 67,1 27,2 17,4
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minacji (tab. 3—4). Odmienne i silnie zaskakujace wyniki odnotowano natomiast dla prob
zregularyzowanych. Korelacja wieloraka zawartosci MgO i1 Al,O3 wyrdznia si¢ poteznym
wzrostem wspotczynnika determinacji (rzedu 40-60%) w poréwnaniu z prosta korelacja
liniowa i nieliniowa tych sktadnikéw z zawartoscia CaO (tab. 2). Znacznie mniejszy, ale
znaczacy wzrost wspotczynnika determinacji (o okoto 10%), stwierdzono réwniez w przy-
padku korelacji wielorakiej zawartosci SiO,.

Dla wyjasnienia tej nieoczekiwanie silnej korelacji obliczono wspotczynniki inflacji wa-
riancji (VIF), ktore zestawiono w tabeli 5. W przypadku zmiennej zaleznej SiO,, nie stwier-
dza si¢ zakldcajacej model wieloraki wspotliniowosci zmiennych niezaleznych. Znajduje
to potwierdzenie na wykresach zestandaryzowanych réznic (reszt) miedzy zawartosciami
SiO, oznaczonymi w probach i wyznaczonymi z modeli regresji (rys. 1). Dla prostej re-
gresji liniowej wykres reszt ma formg¢ rozszerzajacego si¢ lejka, co Swiadezy o heterosce-
dastycznosci (niestatos$ci wariancji sktadnika losowego) i niespelieniu jednego z zalozen
poprawnego modelowania zalezno$ci. Dla modelu wielorakiego punkty charakteryzujace
reszty zamknigte sg z grubsza w granicach prostokata, co pozwala przyjaé praktycznie za-
lozenie o statosci wariancji.

W przeciwiefistwie do tego skladnika modele wielorakie ze zmiennymi zaleznymi Al,O5
1 MgO wykazuja silng wspolliniowo$¢ zmiennych niezaleznych. W przypadku Al,O3 zmien-
nymi niezaleznymi nadmiarowymi sa zawartosci CaO (VIF = 26,1) i SiO, (VIF = 20,5).
Usunigcie tych zmiennych skutkuje jednak znaczgcym obnizeniem wartosci wspotczynnika
determinacji do poziomu zblizonego dla prostego modelu liniowego wiazacego ten sktadnik
z CaO lub SiO,. Do podobnych wnioskéw prowadzi analiza modelu wielorakiego z zawarto-
$cig MgO jako zmienng zalezng. Nadmiarowa zmienna niezalezng jest zawarto$¢ CaO, a jej
usunigcie skutkuje drastycznym obnizeniem wspotczynnika determinacji do kilku procent
(tab. 5). Wykresy reszt dla prostych modeli liniowych w obu przypadkach majg ksztatt roz-
szerzajacych si¢ lejkow, a dla modeli wiclorakich ich zawegzenie do prostokata jest znacznie
mniejsze niz w przypadku modelu wielorakiego z SiO, jako zmienng zaleznag (rys. 2-3).

TABELA 5. Badanie wspdtliniowosci zmiennych niezaleznych w modelach wielorakich za pomoca czynnika inflacji
wariancji (VIF) dla zbioru oznaczen w prébach zregularyzowanych z otworéw rozpoznawczych
(R2 — wspdtczynnik determinacji modelu po wyeliminowaniu zmiennej niezaleznej nadmiarowej z VIF > 10)

TABLE 5. Examination of the collinearity of independent variables in multiple models using the Variance Inflation
Factor (VIF) for the set of values determined using regularized samples (R2 — coefficient of determination
of the model after elimination of independent superfluous variable with VIF > 10)

Si0, AlLO3 MgO
zmienne czynnik inflacji zmienne czynnik inflacji zmienne czynnik inflacji
niezalezne wariancji (VIF) niezalezne wariancji (VIF) niezalezne wariancji (VIF)
CaO 2,8 CaO 26,1 (R? = 38,0%) CaO 10,5 (R? = 5,8%)
AL O3 2,2 SiO, 20,5 (R? = 54,8%) Si0, 8,1
MgO 1,4 MgO 3,5 ALO; 22
SO; 1,0 SO, 1,1 SO, 1,1
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Rys. 1. Wykresy zaleznosci reszt od prognozowanych zawartosci SiO, przez prosty model liniowy
Si0, = f(CaO) (z lewej) i model wieloraki (z prawej)
Fig. 1. Graphs of dependence of regression residuals on the predicted SiO, content based on the simple linear

model SiO, = f (CaO) (left) and multiple model (right)
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Rys. 2. Wykresy zaleznosci reszt od prognozowanych zawartosci Al,O5 przez prosty model liniowy
Al,O5 = f(CaO) (z lewej) i model wieloraki (z prawej)
Fig. 2. Graphs of dependence of regression residuals on the predicted Al,O3 content based on the simple linear

model Al,O5 = f{CaO) (left) and multiple model (right)
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Rys. 3. Wykresy zaleznosci reszt od prognozowanych zawartosci MgO przez prosty model liniowy
MgO = f(CaO) (z lewej) i model wieloraki (z prawej)
Fig. 3. Graphs of dependence of regression residuals on the predicted MgO content based on the simple linear

model MgO = f(CaO) (left) and multiple model (right)
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W pewnej sprzecznosci z tymi wynikami pozostajg rezultaty poréwnania zawartos$ci
AlL,O5 1 MgO stwierdzonych (oznaczonych w probach) i obliczonych z modelu regresji
wielorakiej w 50 dobranych losowo probach zregularyzowanych, potraktowanych jako zbior
testowy. Srednie réznice absolutne sa wyraznie mniejsze dla modeli wielorakich niz dla
modelu prostego (tab. 6). Ponadto w pierwszym przypadku sa one zblizone do $redniego
absolutnego bledu modelu natomiast w drugim przypadku wyraznie go przewyzszaja.

TABELA 6. Poréwnanie $rednich btedéw absolutnych ocen zawartosci Al,O3 i MgO w 50 losowo dobranych
prébach zregularyzowanych wykonanych przy zastosowaniu prostego modelu liniowego,
wigzgcego je z zawartoscig CaO (jako zmienng niezalezng) oraz modelu wielorakiego
(w nawiasach przedstawiono $rednie btedy absolutne modeli)

TABLE 6. The comparison of mean absolute errors for Al,O3 and MgO content predictions based
on 50 randomly selected, regularized samples using a simple linear model linking
them with the CaO content (as an independent variable) and a multiple model
(the mean absolute errors of the models are shown in parentheses)

Srednie biedy absolutne ocen sktadnikow w zbiorze testowym [%)]

Sktadnik
model liniowy model wieloraki
Al,O5 [%] 0,80 (0,65) 0,40 (0,41)
MgO [%] 0,97 (0,68) 0,39 (0,33)

Graficznie uzyskane wyniki zilustrowano za pomocg histograméw $rednich absolutnych
btgdow ocen (rys. 4). Na gorsze wiasciwosci predykcyjne modeli liniowych w poréwnaniu
z modelami regresji wielorakiej wptywa pojawianie si¢ nielicznych anomalnie wysokich
wartosci bledow absolutnych i mniejszy udziat matych btedéw predykeji z pierwszego prze-
dzialu klasowego (0-0,5%).
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Rys. 4. Histogramy btedéw absolutnych ocen zawartosci Al,O5 (z lewej) 1 MgO (z prawej) w 50 punktach

zbioru testowego na podstawie modelu liniowego (SR) i modelu wielorakiego (MR)

Fig. 4. Absolute errors histograms for Al,O5 (left) and MgO (right) content prediction based on 50 sample

collection points and both linear (SR) and multiple regression models (MR)
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Oznacza to, ze modele regresji wielorakiej pomimo stwierdzonej wspotliniowos$ci niekto-

rych zmiennych niezaleznych mogg dawac trafne prognozy zawartosci sktadnika pelnigcego
role zmiennej zaleznej. Rezultat ten nalezy jednak traktowaé z pewng rezerwa i zweryfiko-
wac jego prawdziwos¢ na nowym zbiorze danych testowych pochodzacych z opréobowania
innych rejonoéw eksploatacji ztoza.

Podsumowanie i wnioski

1.

Dla rozpatrywanego ztoza Barcin—Piechcin—Pako$¢, przy znajomos$ci zawartosci CaO,
przedmiotem wiarygodnej predykeji opartej na modelach korelacyjno-regresyjnych
moga by¢ jedynie zawartosci SiO, 1 w ograniczonym stopniu zawarto$ci Al,Os.

Nie stwierdzono znaczacych roznic w doktadnosci predykceji zawartosci SiO, i Al,O3 na
podstawie prob zregularyzowanych, prob z otwordéw strzatowych i grupie prob z otwo-
réw strzalowych chociaz obserwuje si¢ pewien wzrost sity korelacji w podanej kolejno-
$ci zbioréw danych.

Zastosowanie zlinearyzowanych modeli liniowych oraz modeli regresji wielokrotnej nie
prowadzi z praktycznego punktu widzenia do wartego zainteresowania podwyzszenia
jakosci predykcji.

Stwierdzone zaskakujace wzrosty doktadnosci predykeji Al,O5 1 MgO w przypadku za-
stosowania regresji wielorakiej dla danych z préb zregularyzowanych sa iluzoryczne
i s3 nastgpstwem wystepowania nadmiernej wspotliniowosci zmiennych niezaleznych.
W modelowaniu zaleznos$ci sktadnikéw chemicznych dla potrzeb predykeji z wykorzy-
staniem regresji wielorakiej nalezy zwroci¢ szczeg6lng uwage na zjawisko wspotlinio-
wosci zmiennych niezaleznych, ktdéra moze prowadzi¢ do uzyskania btednych wynikow
sugerujacych mozliwo$¢ wysokiej doktadnosci prognozowania zawartosci sktadnikow.
Zagadnienie to w §wietle danych literaturowych nalezy jednak do trudnych i nie posia-
dajacych jednoznacznego rozwigzania, szczegdlnie gdy dysponuje si¢ ubogimi liczeb-
nosciowo zbiorami danych. Nie ma ponadto jasnych wytycznych, co do wielkosci sity
korelacji migdzy zmiennymi niezaleznymi, poczawszy od ktorej nalezy traktowac je jako
silnie wspotliniowe i znieksztatcajace wyniki modelowania wielorakiego, a w konse-
kwencji dajace podstawe wykluczenia ich ze zbioru danych podstawowych. Zdarza sig¢
bowiem (jak w opisanym w tek$cie przykladzie na zbiorze testowym), ze zmienne skazo-
ne wspolliniowosciag mogg dawaé zadowalajaca predykeje (trafne prognozy zawartosci).
Przyktadowo, wedtug programu STATGRAPHICS na kwestie wspotliniowosci nalezy
zwrdci¢ uwage juz wowczas, gdy wspotczynnik korelacji przekracza 0,5 (tzn. wspot-
czynnik determinacji przekracza 0,25) lecz wedlug innych opinii w praktyce wspot-
liniowo$¢ nalezy uwzglednia¢, gdy wspotczynnik korelacji liniowej miedzy dowolna
para zmiennych niezaleznych jest wyzszy od wspotczynnika korelacji liniowej miedzy
zmienng zalezng i tymi zmiennymi niezaleznymi (Stanisz 2007).

Praca zrealizowana czg¢sciowo w ramach badan statutowych Katedry Geologii Ztozowej i Gorniczej AGH

(nr 11.11.140.320) w 2017 roku.
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