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1. WST P

Artyku  jest po wi cony zagadnieniom praktycznego zastosowania modeli nale-
cych do klasy DSGE-VAR (ang. Dynamic Stochastic General Equilibrium Vector 

AutoRegression). Celem pracy jest empiryczna ilustracja zmienno ci wnioskowania 
o parametrze wagowym w zale no ci od przyjmowanych za o e  a priori. W szcze-
gólno ci skoncentrowano si  na problemie wyboru optymalnego udzia u informacji 
pochodz cych z liniowego rozwi zania modelu równowagi ogólnej, bazuj cym na 
kryterium maksymalizacji brzegowej g sto ci obserwacji, w zale no ci od specy  kacji 
a priori dla parametru wagowego. Modele DSGE-VAR rozwa ono w dwóch warian-
tach: w pierwszym przypadku oszacowano ci g modeli warunkowych wzgl dem usta-
lonych arbitralnie warto ci parametru wagowego, natomiast w drugim dopuszczono 
pe ne wnioskowanie a posteriori o optymalnym udziale informacji wst pnej, przy 
za o eniu rozk adów: jednostajnego, przesuni tego gamma i zmody  kowanego beta. 
Ca o  rezultatów zosta a przedyskutowana na przyk adzie estymowanego modelu 
równowagi ogólnej zaczerpni tego z literatury. Zagadnienia wp ywu specy  kacji 
a priori zosta y uzupe nione o ilustracj  wykorzystania w praktyce metod oceny 
zbie no ci a cucha Markowa do rozk adu stacjonarnego, w szczególno ci rednich 
ergodycznych oraz wska ników opartych na porównywaniu wariancji wewn trz- 
i mi dzy a cuchowej.

2. MODEL DSGE-VAR

Model DSGE-VAR powstaje po przyj ciu rozk adu a priori generowanego na 
postawie estymowanego modelu równowagi ogólnej dla wektorowej autoregresji bez 
restrykcji, gdzie udzia  informacji a priori jest okre lany przez parametr wagowy . 
W zapisie macierzowym autoregresja wektorowa rz du p, (VAR(p)), ma posta :

1 Praca wykonana w ramach bada  statutowych Katedry Ekonometrii i Bada  Operacyjnych Uni-
wersytetu Ekonomicznego w Krakowie. Autorka pragnie z o y  podzi kowania Profesorowi Jackowi 
Osiewalskiemu oraz uczestnikom seminarium Katedry Ekonometrii i Bada  Operacyjnych za komentarze 
i dyskusj  podczas prezentacji opracowania.
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 Y = X  + U, (1)

gdzie Y jest macierz  (T × n) zawieraj c  T obserwacji z n szeregów czasowych, X 
oznacza macierz (T × (1 + np)), U jest macierz  (T  ×  n) sk adników losowych, sk ada-
j c  si  z wierszy u’

t, gdzie: ut ma n-wymiarowy rozk ad normalny: ut  ~  N(n)  (0, u), 
o wektorze warto ci oczekiwanych równym wektorowi zerowemu, E(ut)  =  0, i macie-
rzy kowariancji E(ut  u’

t)  =  u, o wymiarach (n × n); E(ut  ut – j
’)  =  0,  jest macierz  

((1 + np) ×n) wspó czynników autoregresji wektorowej. Model DSGE-VAR pozwala 
na równoczesne wnioskowanie a posteriori o parametrach autoregresji wektorowej  
i u, parametrach  modelu równowagi ogólnej i parametrze wagowym . W sytu-
acji kiedy parametr wagowy estymujemy, czny rozk ad a posteriori mo na zapisa  
jako:

 ),,(),,,(),,,( YpYpYp uu  (2)

natomiast w modelach rozpatrywanych warunkowo wzgl dem  mamy:

 ),,(),,,(),,,( YpYpYp uu  (3)

gdzie ),( Yp  i ),( Yp  s  brzegowymi rozk adami a posteriori dla wspó czyn-
ników  modelu równowagi ogólnej i dla parametru wagowego , w przypadku 
jego estymacji. S  to rozk ady o niestandardowych postaciach funkcji g sto ci. Do 
aproksymacji brzegowych rozk adów a posteriori stosuje si  algorytm Metropolisa 
i Hastingsa, (zob. np. Adjemian et al., 2008). 

Wnioskowanie a posteriori dla  i u, przebiega warunkowo wzgl dem  i . 
Funkcja g sto ci cznego rozk adu a posteriori jest proporcjonalna do iloczynu 
funkcji wiarygodno ci ),( Yu , w modelu autoregresji bez restrykcji, i g sto ci 
rozk adu a priori ),,( up , specy  kowanego warunkowo wzgl dem parametrów 
strukturalnych  modelu równowagi ogólnej i parametru wagowego . Ma posta  
rozk adu macierzowego normalnego – odwróconego Wisharta:

 )()'[({5.0exp{)det(),,,( 12/]1)1[(
u

nT
uu XYXYtrYp  

(4)
 )]}},)(')()(')(( ****

xxyxxyyyT  

gdzie )(*
yy , )(*

xy  i )(*
xx , oznaczaj  macierze niecentralnych momentów dru-

giego rz du w pomocniczym modelu wektorowej autoregresji, na laduj cym liniowe 
rozwi zanie modelu równowagi ogólnej (zob. Wróbel-Rotter, 2013b). Spe nienie 
warunku:     min, gdzie min  =  (1+ np + n)/T, oraz odwracalno  macierzy momentów 

)(*
xx , oznaczaj , e otrzymany rozk ad jest w a ciwy oraz niezdegenerowany. Je li 
= 0 to model po czony sprowadza si  do wektorowej autoregresji bez restrykcji, 
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natomiast je li 0  <    <  min to otrzymany rozk ad a priori jest niew a ciwy. Metodo-
logia pozwalaj ca na po czenie wnioskowania na podstawie estymowanych modeli 
równowagi ogólnej z modelami wektorowej autoregresji zosta a zaproponowana 
w pracy Del Negro i Schorfheide (2004) i nast pnie rozwini ta przez Del Negro et al. 
(2007). Szczegó owe omówienie strony metodologicznej dla prezentowanych poni ej 
rezultatów empirycznych zawiera np. praca Wróbel-Rotter (2013b).

Przyj cie alternatywnych warto ci parametru wagowego w modelach szacowanych 
warunkowo wzgl dem  prowadzi do powstania szeregu modeli, okre laj cych ró ny 
stopie  uchylenia restrykcji ekonomicznych, z których za najbardziej prawdopodobny 
a posteriori przyjmuje si  taki, który prowadzi do najwy szego poziomu brzegowej 
g sto ci obserwacji. W praktyce ustala si  arbitralnie niezbyt liczny zbiór warto-
ci, },...,{ 1 q , przyjmuj c jako oszacowanie ˆ

 warto  spe niaj c  warunek: 
)(argˆ

0
Yp , (por. np. Christiano, 2007). Formalny wybór najlepszego modelu 

dokonuje si  poprzez czynniki Bayesa: )(/)( jiij MYpMYpB , które, w przypadku 
jednakowych prawdopodobie stw a priori modeli w zbiorze  (i spe nienia warunku 
sumowania si  ich do jedno ci), redukuj  si  do ilorazów brzegowych g sto ci obser-
wacji )( iMYp  w modelach warunkowych wzgl dem i i j. Znaczne warto ci ˆ

 
i iloraz czynnika Bayesa, dla ˆ  wzgl dem   =  , bliski jedno ci, wskazuj  na 
adekwatno  w wietle danych restrykcji wynikaj cych z modelu równowagi ogólnej. 
Analogiczny schemat wnioskowania mo na przeprowadzi  w modelach, w których 
parametr wagowy jest estymowany. 

3. ESTYMOWANY MODEL RÓWNOWAGI OGÓLNEJ 

Do konstrukcji rozk adu a priori dla wektorowej autoregresji wykorzystano 
prosty model nowo-keynesowski, zaproponowany w artykule Ercega et al. (2000), 
wykorzystywany równie  do ilustracji zagadnie  estymacyjnych w pracy Rabanala 
i Rubio-Ramíreza (2005) i s u cy jako podstawa do budowy bardziej skomplikowa-
nych systemów, m.in. przez Christiano et al. (2005). Szczegó owe omówienie podstaw 
teoretycznych wraz z wyprowadzeniem równa  strukturalnych modelu mo na znale  
m.in. w pracach: Wróbel-Rotter (2011a), (2011c), (2012b), sposoby doboru rozk adu 
a priori dla wag i parametru wagowego wraz z omówieniem ich wp ywu na funkcje 
odpowiedzi impulsowych zawieraj  prace: Wróbel-Rotter (2013c), (2013d). Ogóln  
charakterystyk  estymowanych modeli równowagi ogólnej mo na znale  m.in. 
w pracach Wróbel-Rotter (2012c), (2012d) oraz we wcze niejszych opracowaniach: 
Wróbel-Rotter (2007c), (2007a), (2007b), (2008), za  stron  estymacyjn  i nume-
ryczn  omawiaj  m.in. Wróbel-Rotter (2011b), (2012a), (2013a).

Model, dla zmiennych zapisanych w formie procentowych odchyle  od ich war-
to ci w stanie ustalonym, sk ada si  z nast puj cych równa  strukturalnych: 
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1. Równania Eulera wi cego wzrost produkcji z realn  stop  procentow :

 ),( 111 ttttttttt ggEEryEy  (5)

gdzie: yt oznacza produkcj , Et jest operatorem warto ci oczekiwanej warunkowej 
wzgl dem zbioru informacji w momencie t, rt nominaln  stop  procentow , gt zak ó-
cenie w funkcji u yteczno ci, t wska nik in  acji,  elastyczno  mi dzyokresowej 
substytucji.

2. Funkcji produkcji i funkcji realnego kosztu kra cowego produkcji:

 ttt nay )1(   tt
r
tt ynwmc ,  (6)

gdzie: nt oznacza liczb  przepracowanych godzin, at zak ócenie technologiczne, mct 
realny koszt kra cowy, r

tw  p aca realna,  udzia  kapita u w produkcji.

3. Kra cowej stopy substytucji mi dzy konsumpcj  i liczb  przepracowanych 
godzin:

 tttt gnymrs 1 ,  (7)

gdzie:  jest odwrotno ci  elastyczno ci poda y pracy wzgl dem realnej p acy.

4. Równania in  acji cenowej: 

 ),(
))1(1(

)1)(1)(1(
)( 1 ttttt mcE  (8)

gdzie: ¯  jest warto ci  w stanie ustalonym elastyczno ci substytucji pomi dzy 
ró nymi kategoriami dóbr, t  jest zak óceniem w narzucie cenowym,  oznacza 
prawdopodobie stwo braku mo liwo ci optymalizacji ceny w ustalonym okresie i  
– czynnik dyskontuj cy. 

5. Równania in  acji p acowej: 

 ),(
)1(

)1)(1(
1

r
tt

ww

www
tt

w
t wmrsE  (9)

gdzie: w jest prawdopodobie stwem braku mo liwo ci optymalizacji p acy w usta-
lonym okresie czasu, w jest elastyczno ci  substytucji pomi dzy ró nymi rodzajami 
kwali  kacji.
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6. Regu y Taylora: 

 ,))(1(1
r
ttytrtrt yrr   (10)

gdzie  i y to odpowiedzi banku centralnego na odchylenia in  acji i produkcji od 
ich warto ci w stanie stabilnym, r – parametr wyg adzania, r

t  – zak ócenie losowe.

7. Równania cz cego wzrost p acy realnej z p ac  nominaln  i in  acj  cenow :

 t
w
t

r
t

r
t ww 1 .  (11)

8. Procesów stochastycznych opisuj cych wzrost technologii i zmiany w preferen-
cjach:

 a
ttat aa 1   ,1

g
ttgt gg   (12)

gdzie: a
t   i g

t  oznaczaj  zak ócenia losowe. 

Równania tworz  liniowy uk ad racjonalnych oczekiwa  kszta towany w czasie 
przez wektor czterech zak óce  strukturalnych: ]'[*

t
r
t

g
t

a
tt , o niezale nych, 

identycznych rozk adach normalnych, z odchyleniami standardowymi odpowiednio:  
a, g, r oraz . Wektor  wszystkich parametrów strukturalnych ma nast puj c  

posta : ]'[ wwgayr . Model oszacowano, za zgod  autorów, na 
danych z gospodarki ameryka skiej, przygotowanych na potrzeby pracy Rabanala 
i Rubio-Ramíreza (2005), gdzie równie  rozwa ono jako jeden z przyk adów model 
przyj ty w niniejszej aplikacji. Dane empiryczne obejmuj  75 warto ci kwartalnych, 
dotycz cych krótkoterminowej stopy procentowej obs

tr , realnej p acy obs
tw , stopy 

wzrostu zagregowanej produkcji obs
ty , i in  acji cenowej obs

tp , i zosta y pierwotnie 
zaczerpni te z Bureau of Labor Statistics oraz Federal Reserve System. Równanie 
obserwacji zosta o zapisane tak, aby t

obs
t rr , r

t
obs
t ww , t

obs
t yy  oraz t

obs
t ˆ . Dwa-

na cie pierwszych obserwacji zosta o przeznaczonych na warunki pocz tkowe, nie-
zb dne do zapisania wektorowej autoregresji, co oznacza e wszystkie modele VAR 
oraz model równowagi ogólnej zosta y oszacowane na tym samym zbiorze danych. 
Parametry rozk adów a priori i warto ci parametrów kalibrowanych:  = 0.99, ¯  = 6, 

 = 0.36 i w = 6, zaczerpni to z pracy Rabanala i Rubio-Ramíreza (2005). W szczegól-
no ci przyj to: odwrócony rozk ad gamma dla parametru : fIG( 0.67,0.9), rozk ady 
normalne dla ,  i y:  fN( 1;0,5), fN( 1,5;0,5) i fN( y 0,125;0,125), rozk ady gamma 
dla  i w: fG( 2;1,42) i fG( w 2;1,71), gdzie w nawiasach podano warto  oczekiwan  
i odchylenia standardowe a priori, zgodnie z wymogami pakietu Dynare, w którym 
przeprowadzono wszystkie obliczenia, (zob. Adjemian et al., 2011). Dla r, a, g, 



Renata Wróbel-Rotter482

a, g, r i  za o ono rozk ady jednostajne na przedziale (0,1). Logarytm brzegowej 
g sto ci obserwacji w modelu równowagi ogólnej szacowanym indywidualnie jest 
równy 1046 i jest to warto  ni sza, ni  poziomy maksymalne uzyskane w modelach 
hybrydowych, prezentowanych poni ej. Prezentowane warto ci nie s  bezpo rednio 
porównywalne z tymi, które uzyskano w pracach: Wróbel-Rotter (2013c), (2013d) 
ze wzgl du na wy szy rz d opó nienia wektorowej autoregresji w niniejszej pracy, 
i w konsekwencji, nieco bardziej ograniczony szereg danych empirycznych.

4. MODELE WARUNKOWE I W PE NI ESTYMOWANE

Modele warunkowe zosta y oszacowane wzgl dem warto ci , dla której wagi: 
)1/( iiiW , okre laj ce udzia  informacji a priori z modelu równowagi ogólnej 

w modelu hybrydowym, zawieraj  si  w przedziale od 15% do 99%, spe niaj c waru-
nek  > min dla wszystkich z dwunastu rozwa onych rz dów opó nie  wektorowej 
autoregresji, p = 1, …, 12. Wzrost minimalnego , wynikaj cy z warunków istnienia 
rozk adu a priori, mo na interpretowa  jako konieczno  zwi kszenia stopnia jego 
informacyjno ci, rekompensuj c  wi ksz  elastyczno  wektorowej autoregresji, 
spowodowan  wzrostem liczby swobodnych parametrów, przy zwi kszaniu rz du jej 
opó nienia. Modele z pe n  estymacj  parametru wagowego zosta y rozwa one przy 
za o eniu a priori dla  rozk adu jednostajnego, przesuni tego gamma i rozk adu beta, 
uogólnionego na dowolny przedzia  na dodatniej pó osi, wraz z analiz  wra liwo ci 
wnioskowania a posteriori na zmian  ich parametrów a priori. Rz d opó nienia 
wektorowej autoregresji jest wybierany w oparciu o kryterium empiryczne maksyma-
lizuj ce logarytm brzegowej g sto ci obserwacji.

5. BRZEGOWA G STO  OBSERWACJI 
W MODELACH WARUNKOWYCH

Estymacj  hybrydowej wektorowej autoregresji przeprowadzono warunkowo 
wzgl dem zbioru osiemnastu arbitralnie wybranych warto ci parametru wagowego , 
które wraz z odpowiadaj cymi im wagami rozk adu a priori oraz uzyskanymi war-
to ciami logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji a posteriori zawiera tabela 1. 
Najwy szy poziom logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji zanotowano dla p  =  6 
przy   =  1,5, co odpowiada wadze informacji a priori pochodz cych z modelu rów-
nowagi ogólnej równej 0,6. Logarytm brzegowej g sto ci obserwacji ma tendencj  do 
pocz tkowego zwi kszania si , by po osi gni ciu warto ci maksymalnej, s topniowo 
zacz  male . Ocena optymalnego udzia u informacji wst pnej, pochodz cej z modelu 
równowagi ogólnej, zale y od rz du opó nienia wektorowej autoregresji: dla ni szych 
warto ci p oscyluje ona w granicach 30%–40%, dla opó nie  rz du czwartego i pi -
tego otrzymujemy oko o 50%, natomiast dla p  6 optymalna waga rozk adu a priori 
mie ci si  w granicach 60%–70%. Oznacza to, e w miar  zwi kszania si  rz du 
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opó nienia wektorowej autoregresji i towarzysz cego szybkiego wzrostu liczby swo-
bodnych parametrów niezb dne jest zwi kszenie stopnia informacyjno ci rozk adu 
a priori, aby zapewni  odpowiednie modelowanie obserwacji. Porównanie kszta to-
wania si  logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji na przestrzeni ró nych opó nie  
wektorowej autoregresji pozwala na wybranie modelu o najwy szym jej poziomie, 
równym 1084,22, który w tym przypadku otrzymujemy dla p  =  6 przy   =  1,5, co 
odpowiada wadze rozk adu a priori równej 60%. Podobne b d  nieco ni sze poziomy 
otrzymujemy równie  dla modeli: p  =  1 i   =  0,67, p  =  2 i   =  0,43, p  =  4 i p  =  5 dla 
  =  1, p  =  7 i   =  2,33, co oznacza e mo na je w przybli eniu traktowa  jako równie 

dobrze opisuj ce przyj te dane. 
Widoczna jest tendencja, w której w miar  zwi kszania rz du opó nienia wek-

torowej autoregresji, powy ej ósmego, logarytm brzegowej g sto ci obserwacji 
wykazuje tendencj  do przyjmowania ni szych warto ci, co oznacza e modele 
wektorowej autoregresji o znacznej liczbie parametrów, pomimo przyj cia dla 
nich silnie informacyjnego rozk adu a priori generowanego z modelu struktural-
nego, wyra aj cego si  za o eniem wysokiej warto ci dla , s  mniej preferowane 
w wietle danych, ni  modele o umiarkowanej parametryzacji, nawet z nieco mniej 
informacyjnym rozk adem a priori, koresponduj cym z ni szymi warto ciami para-
metru wagowego. Najni sze poziomy brzegowej g sto ci obserwacji odnotowano dla 
modeli o najwy szych rz dach opó nie  przy niskich warto ciach parametru wago-
wego; w tym przypadku wzrost stopnia informacyjno ci rozk adu a priori skutkuje 
silniejszym zwi kszeniem si  oceny brzegowej g sto ci obserwacji, w porównaniu 
z modelami o krótszych rz dach opó nie . Niezale nie od rz du opó nienia wek-
torowej autoregresji obserwowane s  pewne nieregularno ci w kszta towaniu si  
logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji, co zosta o omówione szczegó owiej, wraz 
z prezentacj  bayesowskiego porównywania modeli, w pracy: Wróbel-Rotter (2013c). 
Porównywanie modeli za pomoc  czynników Bayesa mo e prowadzi  do ma o inter-
pretowalnych z ekonomicznego punktu widzenia rezultatów, poniewa  ich warto ci 
mog  si  istotnie zmienia  w odpowiedzi nawet na niewielkie zmiany wagi rozk adu 
a priori. Otrzymane rezultaty empiryczne wskazuj , e restrykcje wynikaj ce z esty-
mowanego modelu równowagi ogólnej s  cz ciowo potwierdzane przez obserwacje, 
jednak równie  obecne s  korzy ci wynikaj ce z gi tko ci wektorowej autoregresji 
bez restrykcji, za  sam model strukturalny wykazuje pewien stopie  niepoprawnej 
specy  kacji. 
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6. BRZEGOWA G STO  OBSERWACJI 
W MODELACH Z ESTYMOWANYM PARAMETREM WAGOWYM

Estymacja hybrydowego modelu wektorowej autoregresji dla konkurencyjnych 
specy  kacji a priori dla  ma na celu ocen  kszta towania si  logarytmu brzegowej 
g sto ci obserwacji, warto ci oczekiwanej a posteriori dla wag W modelu struktu-
ralnego w po czonym i parametru wagowego , w dwojaki sposób: w zale no ci 
od typu za o onego rozk adu a priori oraz w zale no ci od stopnia jego rozpro-
szenia, przy utrzymaniu tej samej tendencji centralnej. Na potrzeby symulacji dla 
 przyj to nast puj ce rozk ady, w których p3    min i p4  >  p3 okre laj  ich no nik 

(ang. support): 
– jednostajny U(p3,p4) na przedziale [p3,p4], dla którego warto  oczekiwana jest 

równa: U = (p3 + p4)/2 i odchylenie standardowe 12/)( 34 ppU .
– przesuni ty rozk ad gamma, fGG( GG, GG,p3), gdzie GG oznacza jego warto  

oczekiwan , GG jest odchyleniem standardowym, p3 oznacza trzeci parametr 
rozk adu, okre laj cy jego no nik: [p3, + ). 

– rozk ad beta fBB( BB, BB,p3,p4), zmody  kowany w taki sposób, aby jego no nik 
okre la  przedzia  [p3,p4]; BB oznacza warto  oczekiwan , BB jest odchyleniem 
standardowym, p3 i p4 oznaczaj  trzeci i czwarty parametr rozk adu.

Parametry rozk adu gamma okre lonego na dodatniej pó osi: gG( G, G), gdzie 
G i G oznaczaj  odpowiednio: warto  oczekiwan  i odchylenie standardowe, s  

zwi zane z parametrami rozk adu przesuni tego zale no ci : G = GG – p3, G = GG 
i p3 = 0. Rozk ad gamma fG( g1,g2), który jest okre lany przez parametry g1 i g2, 
gdzie 2g1 wyra a liczb  stopni swobody, jest zwi zany z rozk adem gG( G, G), 
zale no ciami: G = g1g2, G = g1

1/2g2, sk d otrzymujemy: 22
1 / GGg   i GGg /2

2 . 
Analogicznie, w zmody  kowanym rozk adzie beta fBB( BB, BB,p3,p4) mo emy 
przej  z jego postaci okre lonej na przedziale [p3,p4] na posta  okre lon  na prze-
dziale [0,1]: bBB( B, B), gdzie B i B oznaczaj  odpowiednio warto  oczekiwan  
i odchylenie standardowe, korzystaj c z zale no ci: B = ( BB – p3)/(p4 – p3) i B = BB/
(p4 – p3). Parametry b1 i b2 zwyk ego rozk adu beta: fB( b1,b2) otrzymujemy korzy-
staj c z formu y na warto  oczekiwan  i odchylenie standardowe: B = b1/(b1 + b2) 
i B = (b1b2/((b1 + b2 + 1)(b1 + b2)2))1/2, (por. np. Poirier, 1995). Znajomo  parametrów 
b1 i b2 mo e u atwi  ocen  przyj tego kszta tu rozk adu dla parametru wagowego . 
Warto  oczekiwana BB i odchylenie standardowe BB zmody  kowanego rozk adu 
beta s  zwi zane z parametrami zwyk ego rozk adu beta na przedziale od zera do 
jeden nast puj cymi zale no ciami: 

 
21

1
343 )(

bb
bpppBB   oraz   

5.0

21

21

21

34

1bb
bb

bb
pp

BB .  (13)
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7. USTALENIE OPTYMALNEGO RZ DU OPÓ NIENIA

Optymalny rz d opó nienia wektorowej autoregresji w modelach z pe n  estyma-
cj  parametru wagowego mo e si  ró ni  od tego, który zosta  otrzymany w modelach 
szacowanych warunkowo. Ustalenie p prowadz cego do maksymalizacji brzegowej 
g sto ci obserwacji wymaga zapewnienia jak najbardziej porównywalnego rozk adu 
a priori dla parametru wagowego, st d doln  granic  p3, zmieniaj c  si  wraz ze 
zmian  rz du opó nienia autoregresji ustalono na poziomie min. W przypadku roz-
k adu jednostajnego górna granica zosta a arbitralnie ustalona na poziomie p4 = 19, 
co oznacza e udzia  informacji a priori, z modelu równowagi ogólnej w hybry-
dowym, wynosi maksymalnie 95%. Warto  oczekiwana tak okre lonego rozk adu 
jednostajnego nieco wzrasta w miar  zwi kszania si  liczby swobodnych parame-
trów po czonej wektorowej autoregresji, od warto ci 9,6 dla p = 1 do 9,9 dla p = 12. 
Mo liwa by aby specy  kacja parametrów a priori tak, aby warto  oczekiwana wagi 
W by a równa np. 50%, co odpowiada  = 1, jednak w przypadku wy szych rz dów 
opó nie , warto  ta jest bardzo bliska dolnej granicy min, w szczególno ci dla p = 12 
jest to pierwsza warto  uwzgl dniona w modelach warunkowych, (tabela 1). W przy-
padku rozk adów przesuni tego gamma i zmody  kowanego beta warto  oczekiwan  
a priori przyj to na poziomie równym 10, odchylenia standardowe a priori zosta y 
ustalone arbitralnie na poziomie odpowiednio GG = 4,47 i BB = 4,24, (tabela 3), nato-
miast no nik zmody  kowanego rozk adu beta zosta  przyj ty tak, jak w rozk adzie 
jednostajnym. Przyj te rozk ady maj  wspóln  tendencj  centraln , rozk ad jedno-
stajny i beta s  okre lone na tym samym przedziale. 

Uzyskane poziomy logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji w zale no ci od 
rz du opó nienia hybrydowej wektorowej autoregresji i rodzaju rozk adu a priori 
dla , wraz z warto ciami oczekiwanymi a posteriori parametru wagowego  i wag 
W zawiera tabela 2. Najwy sze warto ci logarytmu zmody  kowanej redniej harmo-
nicznej w przypadku rozk adu jednostajnego obserwujemy dla p = 8, nieco ni sze war-
to ci wyst puj  dla p = 6 i p = 7 oraz p = 4. Oznacza to, e przy za o onym rozk adzie 
jednostajnym wektorowa autoregresja rz du ósmego najlepiej opisuje obserwacje. 
W przypadku rozk adu gamma najwy szy poziom oszacowania brzegowej g sto ci 
obserwacji odnotowano dla p = 5, wysokie warto ci wyst puj  równie  dla p = 12, p = 7 
i p = 2. W przypadku zmody  kowanego rozk adu beta najwy sze oceny a posteriori 
otrzymujemy dla p = 7, a nast pnie dla p = 2, p = 6 i p = 4. W ka dym z przypadków 
wy szym rz dom opó nie  wektorowej autoregresji odpowiadaj  wy sze udzia y 
informacji a priori pochodz cej z modelu równowagi ogólnej, wahaj ce si  w gra-
nicach od 13% do 69% w przypadku rozk adu jednostajnego, w przypadku rozk adu 
gamma od 26% do 74% i dla rozk adu beta od 33% do 73%. Wybór optymalnego 
rz du opó nienia wektorowej autoregresji zale y od tego, jaki przyj to typ rozk adu 
a priori dla parametru wagowego. Zwykle w praktyce preferuje si  modele prostsze, 
st d nale a oby wzi  pod uwag  opó nienie rz du drugiego, czy te  czwartego, 
jednak wydaje si , e model dla p = 7 znajduje si  w grupie o najwy szych oszaco-
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waniach brzegowych g sto ci obserwacji dla wszystkich rozpatrzonych typów roz-
k adu a priori dla , co powoduje e zostanie przyj ty do ilustracji dalszych wyników 
empirycznych. Modele o wysokich warto ciach ocen brzegowej g sto ci obserwacji, 
w przypadku estymacji parametru wagowego, zawieraj  wektorow  autoregresj  
rz du szóstego, st d w pewnej mierze potwierdzaj  rezultaty uzyskane na podstawie 
estymacji modeli warunkowych. 

Tab  ela 2.
Logarytm brzegowej g sto ci obserwacji w zale no ci od rz du opó nienia 

w modelach estymowanych

Rz d 
opó nienia

Rozk ad jednostajny Rozk ad gamma Rozk ad beta

p(Y) E( Y) W p(Y) E( Y) W p(Y) E( Y) W

p = 1 1020,65 0,15 0,13 1029,58 0,34 0,26 1063,34 0,50 0,33

p = 2 1066,60 0,58 0,37 1074,05 1,00 0,50 1077,10 0,79 0,44

p = 3 1058,15 0,70 0,41 1067,24 1,20 0,55 984,15 0,33 0,25

p = 4 1072,54 1,06 0,51 1072,37 1,40 0,58 1075,80 1,23 0,55

p = 5 1050,84 1,07 0,52 1076,26 1,76 0,64 1074,99 1,44 0,59

p = 6 1073,74 1,30 0,57 1073,98 1,55 0,61 1075,92 1,47 0,60

p = 7 1073,52 1,77 0,64 1074,56 1,94 0,66 1078,66 1,74 0,63

p = 8 1077,57 1,98 0,66 1067,88 1,97 0,66 1032,98 1,48 0,60

p = 9 1058,69 2,19 0,69 1046,37 1,76 0,64 1074,10 2,36 0,70

p = 10 1062,27 2,26 0,69 1068,43 2,83 0,74 1040,87 1,88 0,65

p = 11 1039,92 1,79 0,64 1063,18 2,65 0,73 1040,85 1,86 0,65

p = 12 1054,58 2,07 0,67 1074,78 2,85 0,74 1074,45 2,68 0,73

ród o: opracowanie w asne.

8. ROZPROSZENIE ROZK ADU A PRIORI DLA PARAMETRU WAGOWEGO

Ocena kszta towania si  brzegowej g sto ci obserwacji w zale no ci od rozpro-
szenia rozk adu a priori dla parametru wagowego zosta a przeprowadzona dla dwu-
dziestu arbitralnie wybranych warto ci oczekiwanych a priori E( ) oraz odpowiednio 
dobranych odchyle  standardowych, których warto ci zawiera tabela 3. Rozk ady 
jednostajne i beta s  okre lone na ograniczonym przedziale [p3,p4], natomiast no nik 
rozk adu gamma [p3, + ) jest przedzia em z góry nieograniczonym, co powoduje 
trudno ci w zapewnieniu porównywalno ci ich rozproszenia, st d parametry a priori 
przyj to tak, aby tendencja centralna tych rozk adów i rozk adu jednostajnego 
pokrywa a si . Oznacza to, przyj cie równo ci warto ci oczekiwanych a priori: 

U = GG = BB, przy za o eniu p3 = min = 0,53 dla p = 7, celem zapewnienia istnienia 
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rozk adu a priori z modelu strukturalnego. Dla U = GG = BB, przyj to zakres od 1 
do 20 z krokiem 1, co oznacza e otrzymujemy 20 ró nych przypadków, odpowiada-
j cych wagom informacji a priori z modelu strukturalnego wahaj cym si  od 50% do 
95%. Dla rozk adu jednostajnego, po wykorzystaniu formu y na warto  oczekiwan  

U i przyj ciu p3 = 0,53 dla p = 7, implikuj  one warto ci górnej granicy p4 od 1,53 
do 39,47, z krokiem 2, oznaczaj ce zmian  odchylenia standardowego a priori U od 
0,27 do 11,24. 

Specy  kacja odchylenia standardowego G uogólnionego rozk adu gamma 
fGG( GG, G,p3), wykorzystuje zwyk y rozk ad gamma fG( g1,g2), w którym ustalono 
parametr g2 = 2, oznaczaj cy e rozwa amy rozk ady 2 o 2g1 stopniach swobody, oraz 
formu  na odchylenie standardowe: G = g1

1/2g2. Warto  parametru g1 ustalono po 
wykorzystaniu zale no ci g1 = G/g2 i G = GG – p3, dla p3 = 0,47. Otrzymujemy w ten 
sposób ci g przesuni tych rozk adów gamma, o warto ci oczekiwanej GG wahaj cej 
si  w granicach od 1 do 20 i stopniowo zwi kszaj cym si  odchyleniu standardo-
wym G od oko o 1,41 do 6,32. Warto ci parametrów rozk adu: fBB( BB, BB,p3,p4) 
uzyskano po transformacji, symetrycznego wokó  wska nika tendencji centralnej, roz-
k adu beta: fB( b1,b2), w którym b1 = b2 = 0.5, na przedzia y okre lone przez granice 
p3 = 0,53 i p4, przy czym p4 przyj to tak, jak w przypadku rozk adu jednostajnego, 
w zakresie od 1,53 do 39,53. Wykresy funkcji g sto ci przyj tych rozk adów przed-
stawia rys. 1. Sposoby doboru rozk adów a priori dla  wraz z dyskusj  ich wp ywu 
na rozk ad a priori dla wag W, oraz prezentacj  uzyskanych brzegowych rozk adów 
a posteriori dla W, zawiera praca Wróbel-Rotter (2013c). 

Tab e la 3.
Parametry rozk adów a priori do estymacji parametru wagowego

E( )
Dolna granica Górna granica Odchylenia standardowe a priori

p3 p4 U GG BB

 1 0,53  1,47 0,27 1,41 0,21

 2 0,53  3,47 0,85 2,00 0,66

 3 0,53  5,47 1,43 2,45 1,10

 4 0,53  7,47 2,00 2,83 1,55

 5 0,53  9,47 2,58 3,16 2,00

 6 0,53 11,47 3,16 3,46 2,45

 7 0,53 13,47 3,74 3,74 2,89

 8 0,53 15,47 4,31 4,00 3,34

 9 0,53 17,47 4,89 4,24 3,79

10 0,53 19,47 5,47 4,47 4,24

11 0,53 21,47 6,04 4,69 4,68
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E( )
Dolna granica Górna granica Odchylenia standardowe a priori

p3 p4 U GG BB

12 0,53 23,47 6,62 4,90 5,13

13 0,53 25,47 7,20 5,10 5,58

14 0,53 27,47 7,78 5,29 6,02

15 0,53 29,47 8,35 5,48 6,47

16 0,53 31,47 8,93 5,66 6,92

17 0,53 33,47 9,51 5,83 7,37

18 0,53 35,47 10,09 6,00 7,81

19 0,53 37,47 10,66 6,16 8,26

20 0,53 39,47 11,24 6,32 8,71

ród o: opracowanie w asne.
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Rysu  nek 1. Rozk ady a priori przyj te do estymacji parametru wagowego
ród o: opracowanie w asne.

Najwy sz  warto  logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji dla jednostajnego 
rozk adu a priori dla , równ  1079,6, otrzymujemy dla przedzia u od 0,53 do 23,47, 
implikuj cego E( ) = 12. W grupie rozk adów beta najwy sz  warto  p(Y) równ  
1082,1, zarejestrowano dla rozk adu okre lonego na przedziale od 0,53 do 5,47, dla 
którego E( ) = 3, natomiast w przypadku rozk adu gamma maksymalna warto  loga-
rytmu brzegowej g sto ci obserwacji wynosi 1080 i zosta a uzyskana dla E( ) = 2. 
Czynnik Bayesa Bij modelu z rozk adem beta, o najwy szej warto ci p(Y), obliczony 
wzgl dem najlepszego modelu z rozk adem gamma jest równy 11,6, natomiast wzgl -
dem modelu z jednostajnym rozk adem a priori dla , maksymalizuj cego logarytm 
brzegowej g sto ci obserwacji, jest on równy 12. Oznacza to, e model ze zmody-
 kowanym rozk adem beta dla  oko o dwunastokrotnie lepiej opisuje obserwacje 

ni  model z rozk adem gamma i jednostajnym. Modele o najwy szych warto ciach 
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logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji w przypadku rozk adu gamma i jednostaj-
nego prowadz  do czynnika Bayesa równego 1,04, co oznacza e przy za o eniu jed-
nakowych prawdopodobie stwa a priori, ich prawdopodobie stwa a posteriori mo na 
uzna  za jednakowe. Najwy sz  ocen  brzegowej g sto ci obserwacji uzyska  model 
ze zmody  kowanym rozk adem beta, który z jednej strony ma ograniczy no nik, 
okre lony przez ustalony przedzia  [p3,p4], za  z drugiej strony jego kszta t umo liwia 
wi ksze zró nicowanie informacji a priori ni  w przypadku rozk adu jednostajnego. 
Porównanie ocen brzegowej g sto ci obserwacji dla danej warto ci oczekiwanej 
a priori E( ) prowadzi do wniosku, e dla rozk adu beta, w 13 przypadkach, jest ona 
wy sza ni  po za o eniu rozk adu gamma i jednostajnego. W 9 przypadkach rozk ad 
gamma prowadzi do wy szej warto ci logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji ni  
rozk ad jednostajny. Szczegó y uzyskanych oblicze  dla p = 7 zawiera tabela 4, Hpdd 
i Hpdg oznaczaj  odpowiednio doln  i górn  granic  90% przedzia u o najwi kszej 
g sto ci a posteriori (ang. highest posterior density); rezultaty otrzymane dla innych 
rz dów opó nie  nie ró ni  si  jako ciowo. 

9. OCENA STABILNO CI NUMERYCZNEJ

Schemat estymacji w modelach DSGE-VAR, rozpatrywanych warunkowo 
wzgl dem parametru wagowego, zosta  przedstawiony w pracy Schorfheide (2000), 
a nast pnie dostosowany do potrzeb pe nej estymacji  w pakiecie Dynare, (zob. 
Adjemian et al., 2011). Metody Monte Carlo oparte na a cuchach Markowa, w szcze-
gólno ci algorytm Metropolisa i Hastingsa, s  stosowane do przybli ania niestan-
dardowej g sto ci prawdopodobie stwa ),( Yp , wyst puj cej w równaniu (2), 
niezb dnej do uzyskania charakterystyk cznego rozk adu a posteriori (2). Ocena 
jako ci numerycznej aproksymacji rozk adu a posteriori dla  i  jest kluczowa dla 
poprawno ci rezultatów uzyskanych z po czonej wektorowej autoregresji i jest ci le 
zale na od danej aplikacji empirycznej. Techniki wery  kacji funkcjonowania algoryt-
mów numerycznych zosta y przedstawione na przyk adzie wektorowej autoregresji, 
w której odnotowano najwy sz  warto  logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji: 
modelu ze zmody  kowanym rozk adem beta, w którym E( ) = 3 i p = 7, (tabela 4). 
Stosowane techniki wery  kacji maj  na celu odpowiedzenie na ogólne pytanie, czy 
uzyskan  próbk  losow  mo na traktowa  jako pochodz c  z brzegowego rozk adu 
a posteriori ),( Yp . W przypadku modeli estymowanych warunkowo wzgl dem  
oceny stabilno ci numerycznej dokonuje si  analogicznie, dla brzegowego rozk adu 
a posteriori ),( Yp , wyst puj cego we wzorze (3). Ocen  zbie no ci numerycz-
nej w modelu DSGE-VAR mo na traktowa  jako kontynuacj  pracy Wróbel-Rotter 
(2012a), w której omówiono zastosowanie metod wery  kacji funkcjonowania algo-
rytmu Metropolisa i Hastingsa w modelu DSGE.

Oceny funkcjonowania procedury numerycznej aproksymacji charakterystyk 
rozk adu a posteriori w modelu DSGE-VAR najcz ciej dokonuje si  nieformalnie, 
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poprzez monitorowanie stabilizowania si  a cucha Markowa i jego zbie no ci do 
rozk adu stacjonarnego, ocen  wp ywu zmiany punktów startowych na wyniki ko -
cowe, okre lenie u amka akceptacji nowych stanów a cucha oraz analiz  wra li-
wo ci zwi zan  ze zmian  parametrów g sto ci próbnej w algorytmie Metropolisa 
i Hastingsa. Najprostszym i najpowszechniej stosowanym nieformalnym kryterium 
monitorowania zbie no ci jest obserwacja przebiegu rednich ergodycznych parame-
trów strukturalnych, które wraz ze wzrostem liczby iteracji powinny si  stabilizowa  
na ustalonym poziomie, niezale nym od punktów startowych; s  one równie  u ytecz-
nym narz dziem ustalania minimalnej liczby cykli wst pnych, po których wszystkie 
nast pne stany a cucha traktujemy jako uzyskane z rozk adu stacjonarnego. Oceny 
zbie no ci mo na równie  dokona  poprzez rozwa enie jednowymiarowych statystyk, 
tzw. czynników potencjalnej redukcji skali, bazuj cych na ilorazach momentów cen-
tralnych rz du s, okre lonych przez ich ilorazy obliczone dla realizacji z wszystkich 
a cuchów Markowa oraz warto ci redniej z szeregów indywidualnych, (por. np. 

Brooks i Gelman, 1998). Uogólnieniem jest wielowymiarowy czynnik potencjalnej 
redukcji skali (ang. multivariate potential scale reduction factor, MPSRF). Mo liwe 
jest tak e rozwa enie statystyki opartej na estymatorach przedzia owych szacowanych 
parametrów, Rprzedzia , okre lanej przez iloraz d ugo ci przedzia ów ufno ci, o ko -
cach okre lonych przez kwantyle rz du 100( /2)% i 100(1– /2)%), które zosta y 
obliczone na podstawie wszystkich mn iteracji oraz redniej d ugo ci m przedzia-
ów uzyskanych dla ka dego z wygenerowanych a cuchów, (zob. Adjemian et al., 

2011). Szczegó owe omówienie formu  mo na znale  m.in. w pracy Wróbel-Rotter 
(2012a).

Modele rozpatrywane w pracy oszacowano wykonuj c w ka dym 500 tys. symu-
lacji w algorytmie Metropolisa i Hastingsa. Ca o  symulacji by a podzielona na 
pi  równoleg ych a cuchów Markowa, których punkty startowe zosta y uzyskane 
po losowaniu z rozk adu normalnego, skupionego wokó  numerycznie wyznaczonej 
modalnej i macierzy kowariancji rozk adu a posteriori. Ich oszacowanie w tych 
modelach bywa trudne numerycznie, mog  zawodzi  metody bazuj ce na algorytmach 
optymalizacyjnych typu Newtona, natomiast zadowalaj ce wyniki zwykle otrzymuje 
si  po wykorzystaniu techniki polegaj cej na losowym przeszukiwaniu przestrzeni 
parametrów za pomoc  algorytmu Metropolisa i Hastingsa, (www.dynare.org/dynare-
wiki/montecarlooptimization). Liczb  wst pnych realizacji a cucha Markowa zwykle 
ustala si  arbitralnie jako u amek wszystkich cykli, b d  te  podaje si  ich liczb , 
w taki sposób aby zapewni  osi gni cie zbie no ci bazuj ce na przyj tych kryteriach 
jej oceny. Minimalna liczba cykli wst pnych wydaje si , w tym przypadku, nie prze-
kracza  warto ci oko o 100 tys., co oznacza udzia  20%. Arbitralnie ustala si  równie  
liczb  równoleg ych a cuchów Markowa, która ma za zadanie zmniejszenie wysokiej 
autokorelacji wyst puj cej przy stosowaniu metod MCMC oraz równocze nie spraw-
dzenie wra liwo ci na punkty startowe.

rednie ergodyczne uzyskane na podstawie indywidualnych a cuchów Markowa 
(linie ci g e) i rednia ze wszystkich wygenerowanych warto ci (linie ze znaczni-
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kami), obliczone po odrzuceniu cykli wst pnych, przedstawiono na rys. 2. Podstaw  
oceny zbie no ci jest rednia obliczona na podstawie wszystkich wygenerowanych 
warto ci, która wskazuje na znaczny stopie  zbie no ci a cucha Markowa do roz-
k adu a posteriori. Warto ci rednich obliczone z pomini ciem i po uwzgl dnieniu 
cykli wst pnych s  dla wi kszo ci parametrów zbli one; w przypadku parametrów 
 i  widoczna jest niewielka niestabilno  numeryczna pojedynczych a cuchów, 

przy czym dla  jest to raczej wra liwo  na zmian  pocz tkowych stanów a cu-
cha: indywidualne trajektorie s  stabilne, jednak na innych poziomach. W przypadku 
pozosta ych parametrów, w tym kluczowego w modelu DSGE-VAR parametru 
wagowego , mo na uzna , e rednie ergodyczne, obliczone na podstawie wszyst-
kich wygenerowanych warto ci, s  stabilne po odrzuceniu dostatecznie du ej liczby 
iteracji wst pnych, przy czym najprecyzyjniej przebiegaj  one dla parametrów 
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Rysunek 2.   Kszta towanie si  redniej ergodycznej parametrów
ród o: opracowanie w asne.
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Rysunek 3. Kszta towan ie si  czynników potencjalnej redukcji skali
ród o: opracowanie w asne.

Kszta towanie si  zbie no ci oparte na porównywaniu wariancji wewn trz i mi -
dzy a cuchowej przedstawia rys. 3, gdzie linia przerywana oznacza momenty cen-
tralne obliczone na podstawie wszystkich wygenerowanych warto ci, natomiast ci g a 
redni  z momentów wewn trz a cuchowych; pokrywanie si  linii na rys. 3 wskazuje 

na osi gni cie zbie no ci i warto ci czynnika potencjalnej redukcji skali bliskie jed-
no ci. Rozpatrzono czynniki potencjalnej redukcji skali oparte na momentach central-
nych rz du drugiego (m2) i trzeciego (m3), oraz warto ci Rprzedzia  oznaczaj ce ilorazy 
d ugo ci empirycznych, 80%, przedzia ów ufno ci. Najszybciej stabilizuj  si  staty-
styki wielowymiarowe, MPSRF, które wskazuj  na zbie no  ju  po oko o 100 tys. 
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iteracji, podobnie jak indywidualne rednie ergodyczne. Statystyki jednowymiarowe, 
reprezentuj ce ocen  zbie no ci dla odchylenia standardowego szoku cenowego , 
wykazuj  pewne cechy braku zbie no ci: statystyki wewn trz i mi dzy a cuchowe 
nie stabilizuj  si  w miar  wzrostu liczby iteracji, ich warto ci nie pokrywaj  si , 
histogram aproksymuj cy brzegowy rozk ad a posteriori wykazuje cechy nieregu-
larno ci i wielomodalno ci, co potwierdza wnioski p yn ce z analizy rednich ergo-
dycznych. Mniejsze problemy ze stabilno ci  numeryczn , ocenian  kszta towaniem 
si  Rs, wyst puj  w przypadku parametrów: , y, , w i , natomiast w pozosta ych 
przypadkach, pomimo pewnych  uktuacji numerycznych, statystyki jednowymiarowe 
mo na uzna  za zbie ne. Analogiczne kszta towanie si  zbie no ci by o widoczne 
po znacznym zwi kszeniu liczby iteracji, co oznacza e poprawa strony numerycz-
nej mog aby teoretycznie nast pi  po ponownym skierowaniu uwagi na konstrukcj  
modelu równowagi ogólnej b d  te  zmian  specy  kacji a priori, w szczególno ci: 
zamiast przyj tego a priori rozk adu jednostajnego dla  mo na za o y  odwrócony 
gamma. Mody  kacje specy  kacji a priori w analizowanym modelu nie doprowa-
dzi y do znacz cej poprawy stabilno ci, st d wyniki empiryczne prezentujemy dla 
takich rozk adów, jakie zosta y za o one dla pierwotnej postaci modelu. Poprawno  
numeryczna mo e by  równie  potwierdzona przez porównanie logarytmu brzegowej 
g sto ci obserwacji za pomoc  zmody  kowanej redniej harmonicznej i aproksy-
macji Laplace’a, (por. np. Geweke, 1999), Tierney i Kadane, 1986). Aproksymacja 
Laplace’a stosowana jest bezpo rednio do rozk adu a posteriori, którego parametry 
wyznaczono za pomoc  wst pnych metod numerycznych, prowadz c zwykle do ni -
szej warto ci brzegowej g sto ci obserwacji, co oznacza e algorytm Metropolisa 
i Hastingsa znajduje wy szej po o one maksimum rozk adu a posteriori. Zale no  
taka jest obserwowana w przypadku wszystkich modeli rozwa anych w pracy. Ocena 
jako ci punktów startowych niezb dnych do zapocz tkowania a cucha Markowa, 
które zosta y uzyskane po zastosowaniu procedur znajduj cych wst pnie maksimum 
rozk adu a posteriori jest zwykle dokonywana gra  cznie, co zosta o, w kontek cie 
modelu DSGE, omówione m.in. w pracy Wróbel-Rotter (2012a). 

10. PODSUMOWANIE

Model DSGE-VAR powstaje po przyj ciu rozk adu a priori pochodz cego z esty-
mowanego modelu równowagi ogólnej do estymacji wektorowej autoregresji, przy 
czym kluczow  rol  w konstrukcji odgrywa parametr wagowy, ustalaj cy optymalne 
proporcje obydwu podej . Wnioskowanie w modelu po czonym i oszacowanie 
brzegowej g sto ci obserwacji mo e by  zale ne od sposobu traktowania a priori 
parametru wagowego: w modelach szacowanych warunkowo, jego ocena a posteriori 
jest wra liwa na zmian  zbioru warto ci a priori, natomiast w modelach z pe n  
estymacj , obserwujemy wi ksz  stabilno  i mniejsz  zale no  od typu rozk adu 
a priori. Model o najwy szych warto ciach logarytmu brzegowej g sto ci obserwacji 
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uzyskano dla zmody  kowanego rozk adu beta, modele z rozk adami gamma i jedno-
stajnymi równie dobrze opisywa y rozpatrywane obserwacje. W drugiej cz ci pracy 
omówiono i zilustrowano techniki oceny funkcjonowania metod Monte Carlo opar-
tych na a cuchach Markowa, stosowanych do aproksymacji charakterystyk rozk adu 
a posteriori. Metody te wskazuj  na ogóln  stabilno  numeryczn , przy za o eniu 
przeprowadzenia dostatecznie du ej liczby iteracji MCMC i odrzuceniu cykli wst p-
nych. Techniki wery  kacji zbie no ci bazuj  g ównie na ocenie kszta towania si  
rednich ergodycznych i wybranych funkcji momentów centralnych generowanego 
a cucha, których stabilno  w miar  wzrostu liczby iteracji i zmian ustawie  gene-

ratora jest zazwyczaj dostatecznym warunkiem uznania zbie no ci. 
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ESTYMOWANE MODELE RÓWNOWAGI OGÓLNEJ I AUTOREGRESJA WEKTOROWA.
ASPEKTY PRAKTYCZNE

S t r e s z c z e n i e

Model DSGE-VAR sk ada si  z dwóch modeli wektorowej autoregresji: pierwszy z nich jest aprok-
symacj  liniowego rozwi zania estymowanego modelu równowagi ogólnej i s u y konstrukcji rozk adu 
a priori dla drugiego, szacowanego dla danych obserwowanych. Opracowanie jest po wi cone szcze-
gó owemu omówieniu aspektów praktycznych, zawi zanych z modelami DSGE-VAR. G ówny nacisk 
zosta  po o ony na zagadnienia specy  kacji a priori dla parametru wagowego: rozpatrzono szereg modeli 
warunkowych oraz modele z estymowanym parametrem wagowym, po przyj ciu alternatywnych roz-
k adów a priori: jednostajnego, przesuni tego gamma i zmody  kowanego rozk adu beta. Oszacowanie 
szeregu modeli warunkowych pozwala na ujawnienie znacznej zmienno ci logarytmu brzegowej g sto ci 
obserwacji implikuj cych wra liwo  czynników Bayesa, istotnie zmieniaj cych si  w odpowiedzi na 
niewielkie zmiany specy  kacji rozk adu a priori dla parametru wagowego. Estymacja modelu pe nego 
pozwala na optymalne ustalenie rz du opó nienia wektorowej autoregresji oraz sprawdzenie wra liwo-
ci wnioskowania a posteriori o parametrze wagowym w zale no ci od typu i rozproszenia rozk adu 

a priori. W drugiej cz ci opracowania omówiono sposoby oceny stabilno ci numerycznej w modelach 
DSGE-VAR. 

S owa kluczowe: DSGE-VAR, dynamiczny stochastyczny model równowagi ogólnej, wnioskowanie 
bayesowskie, brzegowa g sto  obserwacji, specy  kacja rozk adu a priori, zbie no  MCMC

AN ESTIMATED GENERAL EQUILIBRIUM MODEL AND VECTOR AUTOREGRESSION.
PRACTICAL ISSUES

A b s t r a c t

The DSGE-VAR model consists of two models of vector autoregressions: the  rst one approximates 
the linearised solution of the dynamic stochastic general equilibrium model and is used as a tool for con-
struction of a prior distribution for the second one, estimated with the observed data. The main purpose 
of the paper is to present practical aspects of DSGE-VAR estimation, veri  cation and comparison, based 
on the marginal data density. It can be obtained after considering conditional models or by estimation of 
fully speci  ed models, after assuming uniform, generalised gamma and modi  ed beta distributions. The 
conditional models lead to serious variability of the Bayes factors that has little economic interpretation. 
Posterior inference for the weighting parameter from fully estimated models is less sensitive to its prior 
speci  cation. In the second part of the paper author discusses convergence diagnostics used for checking 
stability of MCMC algorithms.

Keywords: DSGE-VAR, dynamic stochastic general equilibrium model, Bayesian inference, mar-
ginal data density, prior speci  cation, convergence diagnostics of MCMC


