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1. WPROWADZENIE

Testowanie wielokrotne jest powszechne w analizach statystycznych. Zdobycie 
i przetworzenie danych cz sto jest czasoch onne i kosztowne, naturaln  tendencj  
w ród badaczy jest wi c testowanie znacznej liczby hipotez na raz zgromadzonych 
danych. Badacz stara si  wykry  maksymalnie wiele zale no ci i formu uje dziesi tki 
hipotez w poszukiwaniu istotnych zale no ci statystycznych.

Niestety cz sto zdarza si , e liczne testowania s  prowadzone ka de na poziomie 
istotno ci , a wnioski s  podsumowywane cznie, a przecie  wraz ze wzrostem liczby 
rozpatrywanych hipotez ro ne prawdopodobie stwo wykrycia pozornie istotnych sta-
tystycznie zwi zków. Je li rozwa ymy teoretycznie testowanie m prawdziwych, nie-
zale nych hipotez zerowych, ka d  na poziomie istotno ci , to prawdopodobie stwo 
odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej wynosi 1  –  (1  –  m). Ju  
w przypadku 20 niezale nych, prawdziwych hipotez zerowych, testowanych ka da na 
poziomie istotno ci 0,05, prawdopodobie stwo odrzucenia co najmniej jednej prawdzi-
wej hipotezy wynosi 0,64, a warto  oczekiwana liczby b dnych odrzuce  wynosi 1. 
W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia z niezale nymi testowaniami, co 
znacznie utrudnia kontrol  efektu testowania wielokrotnego. 

Typowe sytuacje badawcze w których mamy do czynienia z testowaniem wielo-
krotnym to porównywanie parami warto ci przeci tnych, czy te  testowanie istotno-
ci kontrastów, czyli kombinacji liniowych warto ci przeci tnych, dla których suma 

wspó czynników wynosi zero. Gdy s  spe nione za o enia modelu analizy wariancji, 
wówczas rozwi zaniem mog  okaza  si  klasyczne procedury post-hoc powszechnie 
dost pne w pakietach statystycznych. Ale nawet wówczas wybór w a ciwej procedury 
nie jest zadaniem prostym. Wielo  zaawansowanych i z o onych procedur, ró no-
rodno  uzyskiwanych wyników w zale no ci od wybranej procedury oraz trudno ci 
interpretacyjne mog  zniech ca  praktyków do stosowania procedur wnioskowa  
wielokrotnych (patrz np. Denkowska, 2005). A przecie  testowanie wielokrotne to 
nie tylko porównywanie warto ci przeci tnych, czy testowanie istotno ci kontrastów. 
Z testowaniem wielokrotnym mamy równie  do czynienia m.in. przy badaniu istotno-
ci wspó czynników korelacji w macierzy korelacji, porównywaniu terapii z zabiegiem 

kontrolnym lub przy testowaniu istotno ci ocen parametrów strukturalnych w modelu 



Sabina Denkowska462

regresji. W wielu sytuacjach badawczych jedynym sposobem kontroli efektu testowa-
nia wielokrotnego jest si gni cie po nieklasyczne procedury testowa  wielokrotnych. 

Celem artyku u jest przegl d nieklasycznych procedur testowa  wielokrotnych, 
które umo liwiaj  kontrol  efektu testowania wielokrotnego w sytuacjach, gdy nie-
spe nione s  restrykcyjne za o enia modelowe klasycznych procedur testowa  wielo-
krotnych lub gdy rozwi za  klasycznych po prostu brak.

Nale y podkre li , e w sytuacji, gdy testowane hipotezy nie s  ze sob  powi zane 
ani zawarto ci , ani pó niejszym wykorzystaniem, nale y traktowa  je oddzielnie, 
a nie cznie. W przeciwnym jednak przypadku konieczny jest czny pomiar b -
dów. Gdy wniosek ko cowy wysnuwany jest na podstawie przeprowadzonych testów 
analizowanych cznie i jego trafno  zale y od cznego pomiaru b dów dla danego 
zbioru wnioskowa , wtedy taki zbiór wnioskowa  powinien by  rozpatrywany cznie 
jako rodzina (Hochberg, Tamhane, 1987). Termin ten zosta  wprowadzony ponad pó  
wieku temu przez Tukeya (1953) i przez lata towarzyszy a mu dyskusja dotycz ca 
tego, jakie kwestie powinny decydowa  o sk adzie rodziny (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Miller, 1981). Temat ten do tej pory budzi sporo kontrowersji. 

1.1. WYBRANE MIARY B DU I RODZAJU DLA RODZINY WNIOSKOWA

W celu zaprezentowania najwa niejszych miar b du I rodzaju dla rodziny wnio-
skowa  przyjmijmy pomocniczo nast puj ce oznaczenia: niech V oznacza liczb  
prawdziwych hipotez zerowych odrzuconych w procesie testowania m hipotez zero-
wych, a R – liczb  odrzuconych hipotez zerowych. V i R s  to zmienne losowe. 
Po przeprowadzeniu testowania znana jest tylko liczba hipotez R, które odrzucamy, 
a tym samym liczba hipotez zerowych, dla których nie mamy podstaw do odrzucenia: 
m – R. Warto  zmiennej losowej V nie jest obserwowana.

W literaturze tematu mo na spotka  wiele propozycji miar b du I rodzaju dla 
rodziny wnioskowa . Do najwa niejszych nale  FWER i FDR. 

Miara FWER nawi zuj ca do tradycyjnego rozumienia wery  kacji hipotez zde  -
niowana jest nast puj co: 

 FWER (Family-Wise Error Rate):  FWER  =  P(V  >  0). (1)

Procedury kontroluj ce FWER na ustalonym poziomie  zapewniaj  spe nienie 
warunku, e prawdopodobie stwo odrzucenia co najmniej jednej prawdziwej hipotezy 
zerowej nie przekroczy . W monogra  i „The Problem of Multiple Comparisons” 
Tukey (1953) porównywa  ró ne miary kontroli b du I rodzaju dla rodziny wniosko-
wa  i twierdzi , i  to w a nie „kontrola FWER powinna by  standardem” (Hochberg, 
Tamhane, 1987). Niestety, wraz ze wzrostem liczby wery  kowanych hipotez, maleje 
moc procedur kontroluj cych FWER rozumiana jako zdolno  procedur do wykrywa-
nia fa szywych hipotez zerowych. 
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W 2005 roku Lehmann i Romano (2005) zaproponowali miar  gFWER b d c  
uogólnieniem FWER:

 gFWER (generalized FWER):  gFWER  =  P(V  >  k),  k  =  0,1, …, m. (2)

Propozycja ta nie stanowi jednak rozwi zania problemu spadku mocy procedur 
w przypadku bardzo licznych zbiorów, z o onych z tysi cy, czy nawet setek tysi cy 
wnioskowa  spotykanych np. w genetyce. Przy tak bogatych zbiorach wnioskowa  
równie  procedury kontroluj ce gFWER nie sprawdzaj  si , gdy  charakteryzuj  si  
bardzo ma  moc  – indywidualne poziomy istotno ci s  tak ma e, i  rzadko dochodzi 
do odrzuce  hipotez zerowych. 

W przypadkach bardzo licznych zbiorów wnioskowa  warto rozwa y  kontrol  
miary FDR (Hochberg, Benjamini, 1995). Hochberg i Benjamini (1995) zapropono-
wali, by zamiast kontroli liczby b dnych odrzuce , kontrolowa  warto  oczekiwan  
frakcji b dnych odrzuce  po ród wszystkich odrzuce  hipotez zerowych:

 FDR (False Discovery Rate):    (3)

Wraz z miar  FDR zaproponowali oni procedur 1 kontroluj c  warto  oczeki-
wan  frakcji b dnych odrzuce  na, z góry zadanym, poziomie q (q  =  ). Oznacza to, 
e stosuj c t  procedur  akceptujemy q100% b dnych odrzuce  hipotez zerowych 

w ród wszystkich odrzuce .
Dla unaocznienia ró nicy pomi dzy FWER i FDR, rozwa my rodzin  z o on  

z tysi ca hipotez zerowych oraz odpowiadaj cych im hipotez alternatywnych. Porów-
najmy sytuacj  polegaj c  na odrzuceniu 100 hipotez zerowych z których 1 jest 
prawdziwa, z sytuacj , gdy odrzucone zosta y 2 hipotezy z których 1 jest prawdziwa. 
Z punktu widzenia FWER obie te sytuacje s  tak samo niekorzystne, bo odrzucona 
zosta a jedna prawdziwa hipoteza zerowa. Natomiast z punktu widzenia FDR w dru-
giej sytuacji b dnych odrzuce  by o a  50%, podczas gdy w pierwszej sytuacji tylko 
1%.

Kontrola FWER jest bli sza tradycyjnemu statystycznemu wnioskowaniu. Nie 
zawsze jest jednak satysfakcjonuj cym rozwi zaniem. W przypadku licznych rodzin 
wnioskowa  kontrola FDR stanowi istotn  alternatyw . 

Wspomniane miary b du I rodzaju dla zbioru wnioskowa  to zaledwie niewielka 
cz  propozycji miar wymienianych w literaturze tematu (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Dudoit, van der Laan, 2008), niemniej jednak s  to miary kluczowe, 
najcz ciej spotykane w testowaniu wielokrotnym. 

1 Opis procedury w podrozdziale 2.2.
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1.2. SKORYGOWANE PRAWDOPODOBIE STWA TESTOWE

Z testowaniem wielokrotnym ci le zwi zane jest poj cie skorygowanych praw-
dopodobie stw testowych (ang. adjusted p-value). Pierwsze idee dotycz ce skorygo-
wanych prawdopodobie stw testowych pojawi y si  u Rosenthala i Rubina (1983). 
Wright (1992) propagowa  stosowanie skorygowanych prawdopodobie stw testowych 
we wnioskowaniu jednoczesnym, podkre laj c zalety takiego prezentowania wyników 
procedur. 

Analogicznie do zwyk ych prawdopodobie stw testowych (ang. p-value), sko-
rygowanym prawdopodobie stwem testowym p  i dla dowolnej hipotezy H0,i vs. 
HA,i nazywamy najmniejsz  warto  FWER, przy której dana hipoteza zerowa H0,i 
zosta aby odrzucona, gdy rozpatrywana jest ca a rodzina hipotez. Analogicznie s  
de  niowane skorygowane prawdopodobie stwa testowe w przypadku innych miar 
b du I rodzaju dla rodziny wnioskowa .

Skorygowane prawdopodobie stwa maj  liczne zalety. S  atwe do interpretacji, 
gdy  maj c podane ich warto ci, decyzj  o ewentualnym odrzuceniu hipotezy podej-
mujemy porównuj c odpowiadaj ce jej skorygowane prawdopodobie stwo testowe 
z przyj tym cznym poziomem istotno ci dla ca ej rodziny wnioskowa . Wska-
zuj , jak mocne s  podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej w kontek cie kontroli 
wybranej miary b du I rodzaju dla ca ego zbioru wnioskowa . Mo na równie  atwo 
porównywa  ró ne procedury, porównuj c ich prawdopodobie stwa skorygowane 
(mniejsze warto ci skorygowanych prawdopodobie stw testowych wskazuj  na mniej 
konserwatywn  procedur ). 

2. PROCEDURY BRZEGOWE TESTOWA  WIELOKROTNYCH 

W ostatnich latach znaczn  popularno  zyska y proste obliczeniowo brzegowe 
procedury testowa  wielokrotnych (ang. marginal MTP). Metody te mog  by  sto-
sowane w przypadku sko czonych rodzin hipotez, sk adaj cych si  tylko z hipotez 
minimalnych. Proces testowania przy wykorzystaniu tych procedur opiera si  przede 
wszystkim na analizie zbioru prawdopodobie stw testowych otrzymanych z indywi-
dualnych wnioskowa . Procedury te charakteryzuj  si  szerokim zakresem zastoso-
wa  i mog  by  stosowane zarówno w przypadku porówna  warto ci przeci tnych 
(patrz np. Denkowska, 2005), jak i testowania istotno ci wspó czynników korelacji 
w macierzach korelacji (Denkowska, 2006) czy badania istotno ci wspó czynników 
regresji w modelu regresji (Denkowska, 2011a,b). 

W celu zaprezentowania procedur przyjmijmy nast puj ce za o enia oraz ozna-
czenia. Rozpatrzmy rodzin  m minimalnych hipotez zerowych H0,1, H0,2, …, H0,m 
z odpowiadaj cymi im prawdopodobie stwami testowymi p1, p2, …, pm. Uporz d-
kujmy prawdopodobie stwa testowe p(1)    p(2)    …    p(m) i niech H(0,1), H(0,2), …, H(0,m) 
oznaczaj  odpowiadaj ce im hipotezy zerowe.
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2.1. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWA  WIELOKROTNYCH KONTROLUJ CE FWER

Najstarsz , a zarazem najprostsz  procedur  brzegow  testowa  wielokrotnych 
jest procedura Bonferroniego. Procedura Bonferroniego jest procedur  uniwersaln , 
czyli mo na j  stosowa  w przypadku dowolnej rodziny wnioskowa , bez wzgl du na 
typ zale no ci pomi dzy statystykami testowymi. Proces testowania mo na przedsta-
wi  nast puj co. Rozwa my testowanie m hipotez zerowych H0,i vs. HA,i (i  =  1, …, m). 
Hipotez  zerow  H0,i odrzucamy wtedy, gdy odpowiadaj ce jej prawdopodobie stwo 
testowe pi jest nie wi ksze od m . Niezwykle wygodnie jest przeprowadza  proces 
testowania w oparciu o skorygowane prawdopodobie stwa testowe, które dla tej pro-
cedury wyznaczane s  ze wzoru:

    dla     (4)

Decyzj  o odrzuceniu hipotezy zerowej H0,i, podejmujemy, gdy odpowiadaj ce jej 
skorygowane prawdopodobie stwo testowe p  i jest nie wi ksze od .

Procedura Bonferroniego2 zapewnia kontrol  FWER na poziomie , ale jest 
metod  bardzo konserwatywn , czyli ma ma  moc. Konserwatyzm ten jest tym 
powa niejszy, im silniejsze s  zale no ci pomi dzy statystykami testowymi lub im 
liczniejsza jest rodzina wnioskowa .

Mniej konserwatywna jest uniwersalna procedura Holma, która jest wieloetapow  
mody  kacj  procedury Bonferroniego. Ka da hipoteza odrzucona przez metod  Bon-
ferroniego jest odrzucona równie  przez metod  Holma, natomiast hipotezy odrzu-
cone przez metod  Holma mog  nie zosta  odrzucone przez metod  Bonferroniego. 
Prawdopodobie stwa skorygowane w metodzie Holma wyznaczamy ze wzorów:

   

 j m  (5)

W przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworz  wielowymiarowy 
rozk ad normalny lub rozk ad t-Studenta o niezale nych sk adowych, a rozwa ane 
hipotezy alternatywne maj  dwustronne zbiory krytyczne, do kontroli efektu testo-
wania wielokrotnego mo na zastosowa  mody  kacje procedury Bonferroniego oraz 
procedury Holma oparte na nierówno ci Šidáka (Shaffer, 1995; Hochberg, Tamhane, 
1987, s. 366). I tak mody  kacja metody Bonferroniego polega na zast pieniu 

m
 

przez 11
1
m . Skorygowane prawdopodobie stwa testowe dla procedury Bon-

2 Procedura Bonferroniego wyst puje równie  pod nazw  „poprawki Bonferroniego”.
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ferroniego-Šidáka, spotykanej równie  pod nazw  ŠidákSS (ang. single-step) wyzna-
czane s  ze wzoru3:

  (6)

Skorygowane prawdopodobie stwa testowe dla procedury Holma-Šidáka, wyst puj -
cej w literaturze pod nazw  ŠidákSD (ang. step-down), obliczamy ze wzorów4:

 

  (7) 

Jak wykazali Holland i Copenhaver (1987) procedury ŠidákSS oraz ŠidákSD zapew-
niaj  kontrol  FWER równie  w przypadku, gdy statystyki testowe maj  dodatni  
zale no  orthantow  (Denuit, Scaillet, 2004). Do grupy tej nale  na przyk ad sta-
tystyki t-Studenta, wykorzystywane przy testowaniu równo ci warto ci przeci tnych, 
pochodz cych z populacji o rozk adach normalnych w jednoczynnikowym modelu 
analizy wariancji (Denuit, Scaillet, 2004, Shaffer, 1995).

Spo ród procedur brzegowych najwi ksz  moc maj  procedury wieloetapowe 
typu step-up, zapewniaj ce kontrol  FWER w przypadku statystyk testowych nieza-
le nych lub silnie dodatnio skorelowanych. Skomplikowana obliczeniowo procedura 
Hommela daje tylko nieznacznie lepsze wyniki od procedury Hochberga (np. Westfall 
i in., 1999), dla której skorygowane prawdopodobie stwa testowe wyznaczane s  ze 
wzorów:

   oraz  j m  (8)

Wymieniaj c najwa niejsze procedury brzegowe zapewniaj ce kontrol  FWER 
nale y wspomnie  o procedurze Shaffer dla hipotez logicznie powi zanych (Shaffer, 
1986). Przyk adem hipotez logicznie powi zanych mog  by  hipotezy o równo ci 
warto ci przeci tnych parami dla co najmniej trzech populacji. Zauwa my, e w rze-
czywisto ci niemo liwe jest, aby 1  =  2 oraz 2  =  3, ale 1    3. Shaffer uzna a 
wi c, e w przypadku porównywania warto ci przeci tnych trzech populacji nie ma 
potrzeby rozpatrywa  sytuacji, gdy odrzucamy jedn  hipotez  zerow , a przy dwóch 
stwierdzamy, e nie mamy podstaw do ich odrzucenia i zaproponowa a mody  ka-
cj  uniwersalnej procedury Holma, która dzi ki uwzgl dnieniu logicznych relacji 
pomi dzy hipotezami ma wi ksz  moc, a kontrola FWER na poziomie  jest nadal 
zagwarantowana.

3 Por. np. Westfall i in. (1999).
4 Ibid.
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2.2. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWA  WIELOKROTNYCH KONTROLUJ CE FDR

Procedury kontroluj ce FDR to procedury zapewniaj ce kontrol  warto ci ocze-
kiwanej frakcji b dnych odrzuce  w ród wszystkich odrzuce , na z góry zadanym 
poziomie. Wybór przez badacza tej miary b du I rodzaju dla rodziny wnioskowa  
oznacza, i  dopuszcza on i akceptuje pewien niewielki odsetek q (q  =  ) b dnych 
odrzuce  w ród wszystkich odrzuce .

Hochberg i Benjamini (1995) zaproponowali procedur  gwarantuj c  kontrol  
FDR w przypadku niezale nych statystyk testowych, dla której skorygowane praw-
dopodobie stwa testowe wyznaczane s  z nast puj cych wzorów: 

   oraz     (9)

Bejamini i Yekutieli (2001) pokazali, e procedura ta zapewnia kontrol  FDR równie  
w przypadku statystyk testowych o zale no ci dodatnio regresyjnej. 

Uniwersaln  mody  kacj  procedury Hochberga i Benjaminiego, która zapewnia 
kontrol  FDR bez wzgl du na typ zale no ci pomi dzy statystykami testowymi zapro-
ponowali Benjamini i Yekutieli (2001). Prawdopodobie stwa skorygowane wyzna-
czane s  ze wzorów:

  (10)

 

Niestety, procedura Benjaminiego-Yekutieliego jest bardzo konserwatywna.

2.3. ZALETY I WADY PROCEDUR BRZEGOWYCH

Niepodwa aln  zalet  brzegowych procedur testowa  wielokrotnych jest ich pro-
stota obliczeniowa. W przypadku niektórych procedur testowa  wielokrotnych np. 
procedur Hochberga–Benjaminiego, Hommela, Hochberga, czy te  procedur opar-
tych na nierówno ci Šidáka, istotn  kwesti  jest typ zale no ci pomi dzy statysty-
kami testowymi dla którego procedury te zapewniaj  kontrol  wybranej miary b du 
I rodzaju dla rodziny wnioskowa . Procedury te charakteryzuj  si  zazwyczaj wi ksz  
moc  w stosunku do procedur uniwersalnych Bonferroniego, czy Holma, ale wymogi 
dotycz ce zale no ci pomi dzy statystykami znacznie ograniczaj  zakres ich zastoso-
wa  i komplikuj  zastosowanie. Procedury uniwersalne mo na stosowa  w przypadku 
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dowolnego zbioru wnioskowa , bez wzgl du na typ zale no ci pomi dzy statystykami 
testowymi, ale ich wad  jest mniejsza moc w porównaniu do procedur, które uwzgl d-
niaj  czny rozk ad statystyk testowych. Uniwersalne procedury brzegowe testowa  
wielokrotnych umo liwiaj  wi c kontrol  efektu testowania wielokrotnego w wielu 
sytuacjach badawczych, w których rozwi za  klasycznych brak. W sytuacjach, gdy 
klasyczne procedury testowa  wielokrotnych s  dost pne np. w modelu jednoczyn-
nikowej analizy wariancji, zarówno badania empiryczne, jak i badania symulacyjne 
efektywno ci procedur klasycznych oraz procedur brzegowych zastosowanych do 
wyodr bniania jednorodnych podgrup warto ci przeci tnych pokazuj , e procedury 
brzegowe stanowi  powa n  konkurencj  dla rozwi za  klasycznych, a ich efektyw-
no  jest nieznacznie gorsza, za  w niektórych przypadkach wr cz porównywalna 
z efektywno ci  procedur klasycznych (Denkowska, 2007b, Denkowska 2005). 

W programie R w pakiecie multtest dost pna jest funkcja mt.rawp2adjp, która 
zwraca skorygowane prawdopodobie stwa testowe dla wybranych brzegowych pro-
cedur testowa  wielokrotnych. 

3. PROCEDURY CZNE TESTOWA  WIELOKROTNYCH 

Procedury czne testowa  wielokrotnych (ang. joint MTP) uwzgl dniaj  czny 
rozk ad statystyk testowych i dzi ki temu s  mniej konserwatywne ni  procedury 
brzegowe.

3.1. PROCEDURY CZNE YOUNGA, WESTFALLA KONTROLUJ CE FWER

Young i Westfall (1993) zaproponowali procedury czne testowa  wielokrotnych 
wykorzystuj ce repróbkowanie. Procedury te oparte s  na regule domkni cia (Doma -
ski, Pruska, 2000, s. 201; Hochberg, Tamhane, 1987). Zastosowanie resamplingu 
umo liwia przeprowadzanie testowania wielokrotnego mimo braku normalno ci, czy 
te  braku znajomo ci struktury kowariancyjnej danych. Procedury Westfalla i Younga 
oparte s  na maksimach statystyk testowych maxT lub minimach prawdopodobie stw 
testowych minP. 

Wad  tych procedur jest wymóg obrotowo ci podzbioru (ang. subset pivotality), 
który oznacza, e czny rozk ad statystyk testowych dla dowolnego podzbioru 
I zbioru wszystkich rozwa anych wnioskowa  {1, …, m}, ma by  taki sam, zarówno 
pod warunkiem prawdziwo ci wszystkich hipotez zerowych H0,i dla i    I, jak i pod 
warunkiem prawdziwo ci globalnej hipotezy zerowej H0

C, g osz cej, e wszystkie 
hipotezy zerowe H0,i (i    {1, …, m}) s  prawdziwe. W przypadku procedur opartych 
na maksimach statystyk testowych oznacza to, e dla dowolnego  I    {1, …, m} roz-
k ad maxi  I Ti HI musi by  taki sam, jak rozk ad maxi  I Ti H0

C. 
Warunek obrotowo ci podzbioru jest bardzo istotny, zw aszcza gdy resampling 

wykorzystuje rozk ad generuj cy dane przy za o eniu prawdziwo ci wszystkich 
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hipotez zerowych, pozwala to bowiem upro ci  algorytm procedury opartej na regule 
domkni cia i zamiast testowa  2m  –  1 przeci  hipotez zerowych, wystarczy prze-
prowadzi  m testowa . Niestety w wielu sytuacjach badawczych warunek ten nie 
jest spe niony. Nale y do nich np. testowanie istotno ci wspó czynników korelacji. 
Rozk ad generuj cy dane przy za o eniu prawdziwo ci hipotez zerowych mo e dawa  

czny rozk ad statystyk testowych inny od prawdziwego (rzeczywistego) rozk adu. 
Rozwa my badanie istotno ci trzech wspó czynników korelacji 12, 13, 23. Aitken 
(1969, 1971) wykaza  (patrz Westfall, Young, 1993), e gdy H0,12 oraz H0,13 s  praw-
dziwe, a H0,23 jest fa szywa, to czny rozk ad statystyk testowych odpowiadaj cych 
prawdziwym hipotezom zerowym jest w przybli eniu normalny, zale ny od wspó -
czynnika korelacji 23, czyli warunek obrotowo ci podzbioru nie jest spe niony. 

Oznaczmy przez T1, …, Tm statystyki testowe, a przez P1, …, Pm zmienne 
losowe oznaczaj ce prawdopodobie stwa testowe zwi zane z hipotezami zerowymi 
H0,1, …, H0,m. 

W jednoetapowych procedurach cznych Westfalla i Younga prawdopodobie -
stwa skorygowane wyznaczane s  ze wzorów:

Procedura single-step maxT 

  (11)

w przypadku dwustronnych zbiorów krytycznych.

Procedura single-step minP 

  (12)

Przyjmijmy pomocniczo, e uporz dkowane prawdopodobie stwa testowe maj  
indeksy r1, …, rm takie, e . Wówczas skorygowane praw-
dopodobie stwa w procedurach typu step-down Westfalla i Younga mo na zapisa  
nast puj co: 

Procedura step-down maxT

  (13)

 

w przypadku dwustronnych zbiorów krytycznych.
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Procedura step-down minP

  (14)

 

Procedury Westfalla i Younga uwzgl dniaj  czny rozk ad statystyk testowych 
i dzi ki temu maj  wi ksz  moc ni  procedury brzegowe. Procedury te niekoniecznie 
musz  opiera  si  na resamplingu. W niektórych sytuacjach badawczych prawdopo-

dobie stwa   mo na wyznaczy  z wielowymiarowego 

rozk adu normalnego lub t-Studenta i wówczas resampling nie jest konieczny. 
W programie R w pakiecie multtest dost pne s  zst puj ce (step-down) procedury 

permutacyjne mt.maxT oraz mt.minP Westfalla i Younga (1993).

3.2. PROCEDURY CZNE TESTOWA  WIELOKROTNYCH DUDOIT I VAN DER LAANA

Ciekaw , now  propozycj  w literaturze tematu stanowi  procedury czne oparte 
na bootstrapie (Dudoit, van der Laan, 2008), które w odró nieniu od propozycji 
Westfalla i Younga, nie opieraj  si  na rozk adzie5 generuj cym dane który spe nia 
hipotez , e wszystkie hipotezy zerowe s  prawdziwe, ale na rozk adzie „zerowym” 
statystyk testowych, czyli rozk adzie statystyk testowych przy za o eniu prawdziwo-
ci hipotezy zupe nej. Autorzy zaproponowali dwa rodzaje „zerowych” transformacji 

bootstrapowych statystyk testowych: przesuni cie i skalowanie (ang. null shift and 
scale) oraz kwantylowe przekszta cenie (ang. null quantile). Bootstrapowym esty-
matorem „zerowego” rozk adu statystyk testowych jest rozk ad otrzymany w wyniku 
transformacji „zerowej” bootstrapowych statystyk testowych. 

Kontrol  miary FWER zapewnia zastosowanie cznych procedur jednoetapowych 
(ang. single-step SS) lub wieloetapowych zst puj cych (ang. step–down SD), opar-
tych na maksimach statystyk testowych maxT lub na minimach prawdopodobie stw 
testowych minP. 

Na rys. 1 przedstawiony jest schemat wyzn aczania skorygowanych prawdopodo-
bie stw testowych w przypadku zastosowania jednoetapowej procedury maxT (dla 
prawostronnych zbiorów krytycznych). Skorygowane prawdopodobie stwo testowe 

   dla hipotezy H0(m) jest frakcj  maksimów bootstrapowych 
  nie mniejszych od zaobserwowanej warto ci statystyki testowej 

Tn(m).

5 Rozk ad generuj cy dane mo e da  w efekcie rozk ad czny statystyk testowych o innej struktu-
rze zale no ciowej ni  ich prawdziwy rozk ad (gdy niespe niony jest warunek obrotowo ci podzbioru).
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Rysunek 1. Schemat wyznaczania skorygowanych prawdopodobie stw testowych w przypadku 
zastosowania procedury jednoetapowej SS.maxT (dla prawostronnych zbiorów krytycznych)

ród o: opracowane na postawie Dudoit, van der Laan (2008).

Procedury zaproponowane przez Dudoit, van der Laana (2008) s  zaimplemento-
wane w pakiecie multtest w R pod nazw  MTP. Procedur  MTP mo na zastosowa  
do porówna  parami warto ci przeci tnych, do testowania istotno ci wspó czyn-
ników regresji w modelu regresji, testowania istotno ci wspó czynników korelacji 
oraz w wielu innych sytuacjach badawczych. U ytkownik okre la statystyki testowe 
(statystyki s  determinowane poprzez wybór testu np. t.twosamp.equalvar, t.cor, f), 
miar  b du I rodzaju (FWER, gFWER, TPPFP6, FDR), metod  estymacji rozk adu 
„zerowego” statystyk testowych (bootstrap z centrowaniem i skalowaniem boot.sc, 
bootstrap z transformacj  kwantylow  boot.qt, permutacje) oraz procedur  czn  
testowa  wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).

Dudoit i van der Laan (2008) dedykowali procedur  MTP badaniom genetycz-
nym, specy  cznym ze wzgl du na bardzo liczne rodziny wnioskowa , sk adaj ce si  
z tysi cy hipotez zerowych. Wst pne eksperymenty symulacyjne (opisane poni ej) 
pokazuj  jednak na konieczno  dodatkowych bada  nad procedur  MTP.

3.3. EKSPERYMENT SYMULACYJNY

W celu sprawdzenia kontroli miary b du I rodzaju FWER przez procedur  MTP 
przeprowadzono eksperyment symulacyjny. Eksperyment polega  na generowaniu M 
prób n-elementowych z rozk adu normalnego N(0,1) i testowaniu hipotez postaci:  
H0,i : i  =  0 vs. HA,i : i    0 (i  =  1, …, M). 

Eksperyment powtarzano co najmniej 3000 razy i szacowano prawdopodobie stwo 
w a ciwych decyzji, czyli rozpoznania, e wszystkie hipotezy zerowe s  prawdziwe. 

6 TPPFP (Tail Probability for Proportion of False Positives):  gdzie q   (0,1).
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W badaniu wykorzystano funkcj  MTP zaimplementowan  w pakiecie multtest 
w R. Parametrami funkcji MTP by y m.in. test t-Studenta dla warto ci oczekiwanej 
(t.one.samp), warto  wery  kowana ustawiona domy lnie na 0, liczba prób bootstra-
powych B równa 1000 oraz FWER  =  0,05. 
Prawdopodobie stwo w a ciwego rozpoznania, e wszystkie hipotezy zerowe s  
prawdziwe, szacowano w zale no ci od:
– metody estymacji rozk adu „zerowego” statystyk testowych (boot.sc, boot.qt),
– procedury cznej testowa  wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).
W badaniu rozpatrywano:
– próby o liczebno ci n: 10, 30, 100,
– liczby testowanych hipotez zerowych M wynosi y: 100, 200, 400. 

Rezultaty bada  symulacyjnych przedstawiono w tabeli 1. 

Tabela 1.
Wyniki bada  symulacyjnych

n M SSmaxT
boot.cs

SSminP
boot.cs

SDmaxT
boot.cs

SDminP
boot.cs

SSmaxT
boot.qt

SSminP
boot.qt

SDmaxT
boot.qt

SDminP
boot.qt

 10 100 0,977 0,972 0,975 0,974 0,937 0,903 0,936 0,907

 30 100 0,948 0,918 0,948 0,917 0,948 0,901 0,947 0,904

100 100 0,935 0,899 0,935 0,895 0,945 0,902 0,944 0,903

 10 200 0,985 0,953 0,984 0,953 0,936 0,819 0,935 0,818

 30 200 0,954 0,848 0,953 0,846 0,949 0,820 0,949 0,826

100 200 0,937 0,814 0,938 0,817 0,946 0,820 0,946 0,812

 10 400 0,987 0,909 0,988 0,884 0,940 0,646 0,937 0,661

 30 400 0,956 0,717 0,954 0,711 0,947 0,662 0,947 0,681

100 400 0,948 0,671 0,949 0,683 0,967 0,682 0,960 0,699

ród o: opracowanie w asne.

Zdecydowanie nie wszystkie otrzymane wyniki mo na uzna  za satysfakcjonu-
j ce. Stosunkowo najlepsze wyniki da y procedury oparte na maksimach statystyk 
testowych. Bardzo s abo wypad y natomiast procedury oparte na minimach prawdopo-
dobie stw testowych minP, a zw aszcza te z nich, w których „zerowa” transformacja 
bootstrapowych statystyk testowych opiera a si  na przekszta ceniu kwantylowym, 
szczególnie w sytuacji bardzo du ej liczby testowanych hipotez. Sytuacji takiej nie 
zaobserwowano natomiast w równolegle prowadzonym badaniu nad procedurami 
brzegowymi testowa  wielokrotnych, które bez wzgl du na liczb  testowanych hipo-
tez oraz liczebno ci prób potwierdzi y kontrol  miar b du I rodzaju (FWER, FDR). 
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W badaniach nad procedur  MTP przyj to ustawion  domy lnie w procedurze 
liczb  próbkowa  (B  =  1000). Wst pne eksperymenty polegaj ce na zwi kszeniu 
liczby prób bootstrapowych pokazuj , e im wi ksza liczba testowanych hipotez tym 
poprawa prawdopodobie stwa w a ciwego rozpoznania jest wyra niejsza. Badanie 
prowadzono w przypadku prób o ma ej liczebno ci (n  =  10). Liczb  prób bootstra-
powych zwi kszono 10-krotnie (B  =  10000). I tak, w przypadku procedury sdMinP 
(boot.qt) dla 400 hipotez prawdopodobie stwo w a ciwego rozpoznania wzros o do 
0,85; dla 200 hipotez zaobserwowano mniejsz  popraw  – wzrost prawdopodobie -
stwa w a ciwego rozpoznania do 0,88, a dla 100 hipotez korekta prawdopodobie stwa 
by a wr cz niezauwa alna. Pomimo 10-krotnego zwi kszenia liczby próbkowa , 
otrzymane prawdopodobie stwa w a ciwego rozpoznania nadal nie mo na uzna  za 
satysfakcjonuj ce. 

Rezultaty eksperymentu symulacyjnego okaza y si  zaskakuj ce, okaza o si  
bowiem, e MTP nie zawsze gwarantuje kontrol  FWER dla zbioru wnioskowa  
na z góry ustalonym poziomie. Co wi cej, wst pne rozpoznanie wskazuje równie  
na pewn  niestabilno  wyników zale n  od liczby próbkowa . W 2009 roku Werft 
i Benner (2009) sygnalizowali problemy z kontrol  miary FDR przez procedur  
MTP w przypadku bardzo du ej liczby testowanych hipotez i ma ej liczebno ci prób. 
Konieczne s  zatem dalsze badania nad procedurami Dudoit i van der Laana wyja-
niaj ce przyczyny problemów z kontrol  wspomnianych miar b du I rodzaju dla 

zbioru wnioskowa .

4. PODSUMOWANIE

Kontrola efektu testowa  wielokrotnych jest bezsprzecznie konieczna. Niekontro-
lowane testowanie wielokrotne prowadzi do wykrywania wielu zupe nie przypadko-
wych zale no ci. Zale no ci takie s  pó niej cz sto eksponowane w naukowych, jak 
równie  popularno-naukowych publikacjach jako ciekawe, czy wr cz zdumiewaj ce 
wyniki bada . To z kolei mo e budzi  sceptycyzm wobec metod statystycznych, 
podczas gdy ród em nieporozumienia s  niew a ciwie przeprowadzone badania, 
nieuwzgl dniaj ce efektu testowania wielokrotnego. 

Z powodu rygorystycznych za o e  modelowych procedury klasyczne testowa  
wielokrotnych maj  znacznie ograniczony zakres zastosowa . Co wi cej, w wielu 
sytuacjach badawczych rozwi za  klasycznych brak. Dlatego te , coraz wi ksze 
zainteresowanie zdobywaj  nieklasyczne brzegowe oraz czne metody testowa  wie-
lokrotnych. Popularne, proste obliczeniowo i o szerokim zakresie zastosowa  uniwer-
salne procedury brzegowe nie uwzgl dniaj  cznego rozk adu statystyk testowych, 
przez co s  bardziej konserwatywne od procedur cznych. Z kolei zakres zastosowa  
procedur cznych zaproponowanych przez Westfalla i Younga jest ograniczony ze 
wzgl du na wymóg obrotowo ci podzbioru. Ciekaw  alternatyw  zatem wydaje si  
dedykowana badaniom genetycznym procedura czna zaproponowana przez Dudoit 
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oraz van der Laana (2008). Szeroki zakres zastosowa , mo liwo  wyboru miary 
b du I rodzaju dla zbioru wnioskowa  oraz powszechnie dost pne gotowe opro-
gramowanie w pakiecie multtest w R, to jej istotne zalety. Niestety zaprezentowane 
w artykule badania symulacyjne pokaza y, e procedura MTP nie zawsze gwarantuje 
kontrol  FWER dla zbioru wnioskowa  na z góry ustalonym poziomie. Z kolei pro-
blemy z kontrol  miary FDR przez procedur  MTP sygnalizowali Werft i Benner 
(2009). Wyniki te wskazuj  na konieczno  dalszych bada  nad procedur  MTP 
Dudoit oraz van der Laana. 
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NIEKLASYCZNE PROCEDURY TESTOWA  WIELOKROTNYCH

S t r e s z c z e n i e

Zakres zastosowa  klasycznych procedur testowa  wielokrotnych jest ograniczony z powodu za o-
e  modelowych, a w wielu sytuacjach badawczych rozwi za  klasycznych po prostu brak. Kontrol  

efektu testowania wielokrotnego umo liwiaj  wówczas nieklasyczne procedury testowa  wielokrotnych. 
Proste obliczeniowo, o szerokim zakresie zastosowa , brzegowe procedury testowa  wielokrotnych 
nie uwzgl dniaj  jednak cznego rozk adu statystyk testowych, przez co s  bardziej konserwatywne 
od procedur cznych. Zakres zastosowa  procedur cznych Westfalla i Younga (1993) jest natomiast 
ograniczony ze wzgl du na wymóg obrotowo ci podzbioru. Ciekaw  alternatyw  stanowi  dedykowane 
badaniom genetycznym procedury czne, zaproponowane przez Dudoit oraz van der Laana (2008). 
Szeroki zakres zastosowa , mo liwo  wyboru miary b du I rodzaju oraz powszechnie dost pne, opro-
gramowanie (procedura MTP jest zaimplementowana w pakiecie multtest w R), to ich istotne zalety. 
Niestety, badania nad procedur  MTP przeprowadzone przez Werfta i Bennera (2009) pokaza y problemy 
z kontrol  miary FDR w przypadku bardzo du ej liczby testowanych hipotez i ma ej liczebno ci prób. 
Z kolei zaprezentowany w artykule eksperyment symulacyjny pokaza , e procedura MTP nie zapewnia 
równie  kontroli FWER na z góry zadanym poziomie. 

S owa kluczowe: testowanie wielokrotne, FWER, FDR, repróbkowanie, MTP
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NON-CLASSICAL MULTIPLE TESTING PROCEDURES

A b s t r a c t

The range of applications of classical multiple testing procedures is limited due to model assumptions, 
and in many cases classic solutions are non-existent. In such situations non-classical multiple testing 
procedures allow to control the effect of multiple testing. Although they are popular for computational 
simplicity and a wide range of applications, marginal multiple testing procedures do not take into account 
joint distribution of test statistics, which make them more conservative than joint multiple testing proce-
dures. The range of applications of joint procedures introduced by Westfall and Young (1993) is limited 
due to the subset pivotality requirement. Thus, joint multiple testing procedures suggested by Dudoit and 
van der Laan (2008) seem very promising. A wide range of applications, the possibility of choosing the 
Type I error rate and easily accessible software (MTP procedure is implemented in R multtest package) 
are their obvious advantages. Unfortunately, the results of the analysis of MPT procedure obtained by 
Werft and Benner (2009) revealed that it does not control FDR in case of numerous sets of hypotheses 
and small samples. Furthermore, the simulation experiment presented in the article showed that MTP 
procedure does not control FWER, either.

Keywords: multiple testing, FWER, FDR, resampling, MTP


