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NIEKLASYCZNE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH

1. WPROWADZENIE

Testowanie wielokrotne jest powszechne w analizach statystycznych. Zdobycie
I przetworzenie danych czesto jest czasochtonne i kosztowne, naturalng tendencja
wsrod badaczy jest wigc testowanie znacznej liczby hipotez na raz zgromadzonych
danych. Badacz stara si¢ wykry¢ maksymalnie wiele zaleznosci i formutuje dziesiatki
hipotez w poszukiwaniu istotnych zaleznosci statystycznych.

Niestety czesto zdarza sie, ze liczne testowania sa prowadzone kazde na poziomie
istotnosci a, a wnioski sa podsumowywane tacznie, a przeciez wraz ze wzrostem liczby
rozpatrywanych hipotez rosne prawdopodobienstwo wykrycia pozornie istotnych sta-
tystycznie zwiazkow. Jesli rozwazymy teoretycznie testowanie m prawdziwych, nie-
zaleznych hipotez zerowych, kazda na poziomie istotnosci «, to prawdopodobienstwo
odrzucenia przynajmniej jednej prawdziwej hipotezy zerowej wynosi 1 — (1 — a™). Juz
w przypadku 20 niezaleznych, prawdziwych hipotez zerowych, testowanych kazda na
poziomie istotnosci 0,05, prawdopodobienstwo odrzucenia co najmniej jednej prawdzi-
wej hipotezy wynosi 0,64, a wartos¢ oczekiwana liczby btednych odrzucen wynosi 1.
W praktyce niezmiernie rzadko mamy do czynienia z niezaleznymi testowaniami, co
znacznie utrudnia kontrole efektu testowania wielokrotnego.

Typowe sytuacje badawcze w ktdrych mamy do czynienia z testowaniem wielo-
krotnym to poréwnywanie parami wartosci przecigtnych, czy tez testowanie istotno-
sci kontrastow, czyli kombinacji liniowych wartosci przecietnych, dla ktorych suma
wspoétczynnikéw wynosi zero. Gdy sag spetnione zatozenia modelu analizy warianciji,
wowczas rozwigzaniem moga okaza¢ si¢ klasyczne procedury post-hoc powszechnie
dostepne w pakietach statystycznych. Ale nawet wowczas wybo6r wiasciwej procedury
nie jest zadaniem prostym. Wielos¢ zaawansowanych i ztozonych procedur, rézno-
rodnos¢ uzyskiwanych wynikow w zaleznosci od wybranej procedury oraz trudnosci
interpretacyjne moga zniecheca¢ praktykéw do stosowania procedur wnioskowan
wielokrotnych (patrz np. Denkowska, 2005). A przeciez testowanie wielokrotne to
nie tylko poréwnywanie wartosci przecietnych, czy testowanie istotnosci kontrastow.
Z testowaniem wielokrotnym mamy réwniez do czynienia m.in. przy badaniu istotno-
$ci wspotczynnikéw korelacji w macierzy korelacji, poréwnywaniu terapii z zabiegiem
kontrolnym lub przy testowaniu istotnosci ocen parametréw strukturalnych w modelu
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regresji. W wielu sytuacjach badawczych jedynym sposobem kontroli efektu testowa-
nia wielokrotnego jest siggniecie po nieklasyczne procedury testowan wielokrotnych.

Celem artykutu jest przeglad nieklasycznych procedur testowan wielokrotnych,
ktore umozliwiajg kontrole efektu testowania wielokrotnego w sytuacjach, gdy nie-
spetnione sa restrykcyjne zatozenia modelowe klasycznych procedur testowan wielo-
krotnych lub gdy rozwigzan klasycznych po prostu brak.

Nalezy podkresli¢, ze w sytuacji, gdy testowane hipotezy nie sg ze soba powiazane
ani zawartoscia, ani p6zniejszym wykorzystaniem, nalezy traktowac je oddzielnie,
a nie tacznie. W przeciwnym jednak przypadku konieczny jest taczny pomiar bte-
dow. Gdy wniosek koncowy wysnuwany jest na podstawie przeprowadzonych testow
analizowanych tacznie i jego trafnos¢ zalezy od tacznego pomiaru btedéw dla danego
zbioru wnioskowan, wtedy taki zbior wnioskowan powinien by¢ rozpatrywany tacznie
jako rodzina (Hochberg, Tamhane, 1987). Termin ten zostat wprowadzony ponad pét
wieku temu przez Tukeya (1953) i przez lata towarzyszyta mu dyskusja dotyczaca
tego, jakie kwestie powinny decydowac o sktadzie rodziny (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Miller, 1981). Temat ten do tej pory budzi sporo kontrowersji.

1.1. WYBRANE MIARY BLEDU | RODZAJU DLA RODZINY WNIOSKOWAN

W celu zaprezentowania najwazniejszych miar btedu | rodzaju dla rodziny wnio-
skowan przyjmijmy pomocniczo nastepujace oznaczenia: niech V oznacza liczbe
prawdziwych hipotez zerowych odrzuconych w procesie testowania m hipotez zero-
wych, a R — liczbe odrzuconych hipotez zerowych. V i R sa to zmienne losowe.
Po przeprowadzeniu testowania znana jest tylko liczba hipotez R, ktore odrzucamy,
a tym samym liczba hipotez zerowych, dla ktérych nie mamy podstaw do odrzucenia:
m — R. Warto$¢ zmiennej losowej V nie jest obserwowana.

W literaturze tematu mozna spotka¢ wiele propozycji miar btedu | rodzaju dla
rodziny wnioskowan. Do najwazniejszych naleza FWER i FDR.

Miara FWER nawigzujaca do tradycyjnego rozumienia weryfikacji hipotez zdefi-
niowana jest nastepujaco:

FWER (Family-Wise Error Rate): FWER =P(V > 0). @

Procedury kontrolujace FWER na ustalonym poziomie a zapewniaja spetnienie
warunku, ze prawdopodobienstwo odrzucenia co najmniej jednej prawdziwej hipotezy
zerowej nie przekroczy a. W monografii ,,The Problem of Multiple Comparisons”
Tukey (1953) poréwnywat rézne miary kontroli btedu | rodzaju dla rodziny wniosko-
wan i twierdzit, iz to witasnie ,,kontrola FWER powinna by¢ standardem” (Hochberg,
Tamhane, 1987). Niestety, wraz ze wzrostem liczby weryfikowanych hipotez, maleje
moc procedur kontrolujacych FWER rozumiana jako zdolnos¢ procedur do wykrywa-
nia fatszywych hipotez zerowych.
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W 2005 roku Lehmann i Romano (2005) zaproponowali miare gFWER bedaca
uogoblnieniem FWER:

gFWER (generalized FWER): gFWER =P(V >k), k=0,1,...,m. (2

Propozycja ta nie stanowi jednak rozwigzania problemu spadku mocy procedur
w przypadku bardzo licznych zbioréw, ztozonych z tysiecy, czy nawet setek tysiecy
wnioskowan spotykanych np. w genetyce. Przy tak bogatych zbiorach wnioskowan
rowniez procedury kontrolujagce gFWER nie sprawdzaja sie, gdyz charakteryzuja sie
bardzo matag moca — indywidualne poziomy istotnosci sg tak mate, iz rzadko dochodzi
do odrzucen hipotez zerowych.

W przypadkach bardzo licznych zbiorow wnioskowan warto rozwazy¢ kontrole
miary FDR (Hochberg, Benjamini, 1995). Hochberg i Benjamini (1995) zapropono-
wali, by zamiast kontroli liczby btednych odrzucen, kontrolowa¢ wartos¢ oczekiwana
frakcji btednych odrzucen posrod wszystkich odrzucen hipotez zerowych:

E (g) dlaR >0,

FDR (False Discovery Rate): FDR = {
0 dlaR=0.

3)

Wraz z miarg FDR zaproponowali oni procedure! kontrolujagcg wartos¢ oczeki-
wang frakcji btednych odrzucen na, z géry zadanym, poziomie q(q = «). Oznacza to,
ze stosujac te procedure akceptujemy q100% btednych odrzucen hipotez zerowych
wsrod wszystkich odrzucen.

Dla unaocznienia roznicy pomiedzy FWER i FDR, rozwazmy rodzing ztozong
z tysiaca hipotez zerowych oraz odpowiadajacych im hipotez alternatywnych. Poréw-
najmy sytuacje polegajaca na odrzuceniu 100 hipotez zerowych z ktérych 1 jest
prawdziwa, z sytuacja, gdy odrzucone zostaty 2 hipotezy z ktérych 1 jest prawdziwa.
Z punktu widzenia FWER obie te sytuacje sg tak samo niekorzystne, bo odrzucona
zostata jedna prawdziwa hipoteza zerowa. Natomiast z punktu widzenia FDR w dru-
giej sytuacji btednych odrzucen byto az 50%, podczas gdy w pierwszej sytuacji tylko
1%.

Kontrola FWER jest blizsza tradycyjnemu statystycznemu wnioskowaniu. Nie
zawsze jest jednak satysfakcjonujacym rozwigzaniem. W przypadku licznych rodzin
wnioskowan kontrola FDR stanowi istotng alternatywe.

Wspomniane miary btedu | rodzaju dla zbioru wnioskowan to zaledwie niewielka
cze$¢ propozycji miar wymienianych w literaturze tematu (patrz np. Hochberg, Tam-
hane, 1987; Dudoit, van der Laan, 2008), niemniej jednak sg to miary kKluczowe,
najczesciej spotykane w testowaniu wielokrotnym.

1 Opis procedury w podrozdziale 2.2.
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1.2. SKORYGOWANE PRAWDOPODOBIENSTWA TESTOWE

Z testowaniem wielokrotnym scisle zwigzane jest pojecie skorygowanych praw-
dopodobienstw testowych (ang. adjusted p-value). Pierwsze idee dotyczace skorygo-
wanych prawdopodobienstw testowych pojawity sie u Rosenthala i Rubina (1983).
Wright (1992) propagowat stosowanie skorygowanych prawdopodobienstw testowych
we wnioskowaniu jednoczesnym, podkreslajac zalety takiego prezentowania wynikow
procedur.

Analogicznie do zwyktych prawdopodobienstw testowych (ang. p-value), sko-
rygowanym prawdopodobienstwem testowym [5; dla dowolnej hipotezy Hy; vs.
Ha i nazywamy najmniejsza wartos¢ FWER, przy ktorej dana hipoteza zerowa H
zostataby odrzucona, gdy rozpatrywana jest cata rodzina hipotez. Analogicznie sg
definiowane skorygowane prawdopodobienstwa testowe w przypadku innych miar
btedu | rodzaju dla rodziny wnioskowan.

Skorygowane prawdopodobienstwa maja liczne zalety. Sg fatwe do interpretacii,
gdyz majac podane ich wartosci, decyzj¢ o ewentualnym odrzuceniu hipotezy podej-
mujemy poroéwnujac odpowiadajace jej skorygowane prawdopodobienstwo testowe
z przyjetym tacznym poziomem istotnosci dla catej rodziny wnioskowan. Wska-
zUja, jak mocne sg podstawy do odrzucenia hipotezy zerowej w kontekscie kontroli
wybranej miary btedu | rodzaju dla catego zbioru wnioskowan. Mozna réwniez tatwo
poréwnywaé rézne procedury, poréwnujac ich prawdopodobienstwa skorygowane
(mniejsze wartosci skorygowanych prawdopodobienstw testowych wskazuja na mniej
konserwatywng procedure).

2. PROCEDURY BRZEGOWE TESTOWAN WIELOKROTNYCH

W ostatnich latach znaczng popularnos$¢ zyskaty proste obliczeniowo brzegowe
procedury testowan wielokrotnych (ang. marginal MTP). Metody te moga by¢ sto-
sowane w przypadku skonczonych rodzin hipotez, sktadajacych si¢ tylko z hipotez
minimalnych. Proces testowania przy wykorzystaniu tych procedur opiera si¢ przede
wszystkim na analizie zbioru prawdopodobienstw testowych otrzymanych z indywi-
dualnych wnioskowan. Procedury te charakteryzuja si¢ szerokim zakresem zastoso-
wan i moga by¢ stosowane zaréwno w przypadku poréwnan wartosci przecietnych
(patrz np. Denkowska, 2005), jak i testowania istotnosci wspotczynnikoéw korelacji
w macierzach korelacji (Denkowska, 2006) czy badania istotnosci wspotczynnikow
regresji w modelu regresji (Denkowska, 2011a,b).

W celu zaprezentowania procedur przyjmijmy nastepujace zatozenia oraz ozna-
czenia. Rozpatrzmy rodzing m minimalnych hipotez zerowych Hgpq,Hgo, ..., Hom
z odpowiadajacymi im prawdopodobienstwami testowymi pq,p,, ..., Pm. Uporzad-
kujmy prawdopodobiefistwa testowe pyy < Py < ... <P i Niech Heg 1y, H2), ... Hom)
0znaczajg odpowiadajace im hipotezy zerowe.



Nieklasyczne procedury testowasi wielokrotnych 465

2.1. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH KONTROLUJACE FWER

Najstarsza, a zarazem najprostsza procedurg brzegows testowan wielokrotnych
jest procedura Bonferroniego. Procedura Bonferroniego jest procedura uniwersalna,
czyli mozna ja stosowac¢ w przypadku dowolnej rodziny wnioskowan, bez wzgledu na
typ zaleznosci pomiedzy statystykami testowymi. Proces testowania mozna przedsta-
wi¢ nastgpujaco. Rozwazmy testowanie m hipotez zerowych Hg; vs. Hp (i = 1,...,m).
Hipoteze zerowa Hy; odrzucamy wtedy, gdy odpowiadajace jej prawdopodobienstwo

a
testowe p; jest nie wigksze od m Niezwykle wygodnie jest przeprowadzaé¢ proces

testowania w oparciu o skorygowane prawdopodobienstwa testowe, ktdre dla tej pro-
cedury wyznaczane sa ze Wzoru:

p; =min (mp;;1) dla j=1,..,m. 4)

Decyzje o odrzuceniu hipotezy zerowej Hg;, podejmujemy, gdy odpowiadajace jej
skorygowane prawdopodobienstwo testowe p; jest nie wicksze od a.

Procedura Bonferroniego? zapewnia kontrole FWER na poziomie a, ale jest
metoda bardzo konserwatywna, czyli ma mata moc. Konserwatyzm ten jest tym
powazniejszy, im silniejsze sg zaleznosci pomigdzy statystykami testowymi lub im
liczniejsza jest rodzina wnioskowan.

Mniej konserwatywna jest uniwersalna procedura Holma, ktéra jest wieloetapowa
modyfikacja procedury Bonferroniego. Kazda hipoteza odrzucona przez metode Bon-
ferroniego jest odrzucona réwniez przez metode Holma, natomiast hipotezy odrzu-
cone przez metode Holma moga nie zosta¢ odrzucone przez metode Bonferroniego.
Prawdopodobienstwa skorygowane w metodzie Holma wyznaczamy ze wzordw:

By = min(mp(y); 1),
Py = min(max(ﬁ(j_l); (m—=j+1Dpy); 1) dlaj=2,..,m. (%)

W przypadku, gdy rozpatrywane statystyki testowe tworza wielowymiarowy
rozktad normalny lub rozktad t-Studenta o niezaleznych sktadowych, a rozwazane
hipotezy alternatywne maja dwustronne zbiory krytyczne, do kontroli efektu testo-
wania wielokrotnego mozna zastosowa¢ modyfikacje procedury Bonferroniego oraz
procedury Holma oparte na nieréwnosci Sidaka (Shaffer, 1995; Hochberg, Tamhane,

1987, s. 366). | tak modyfikacja metody Bonferroniego polega na zastgpieniu %
1

przez 1—(1—a)m. Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla procedury Bon-

2 Procedura Bonferroniego wystepuje réwniez pod nazwa ,,poprawki Bonferroniego”.
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ferroniego-Sidaka, spotykanej rowniez pod nazwa SidakSS (ang. single-step) wyzna-
czane sg ze wzorud;

pj = min(l; 1-— (1 — pj)m) dla j=1,...m (6)

Skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla procedury Holma-Sidaka, wystepuja-
cej w literaturze pod nazwa SidakSD (ang. step-down), obliczamy ze wzoréw?:

Py =min(1;1 - (1 - py)"),

fj(]) = min (1, max (ﬁ(j—l); 1-— (1 - p(]))m_]+1)) dla ] = 2, e, ML (7)

Jak wykazali Holland i Copenhaver (1987) procedury SidakSS oraz SidakSD zapew-
niajg kontrole FWER réwniez w przypadku, gdy statystyki testowe maja dodatnia
zaleznos¢ orthantowg (Denuit, Scaillet, 2004). Do grupy tej naleza na przyktad sta-
tystyki t-Studenta, wykorzystywane przy testowaniu réwnosci wartosci przecigtnych,
pochodzacych z populacji o rozktadach normalnych w jednoczynnikowym modelu
analizy wariancji (Denuit, Scaillet, 2004, Shaffer, 1995).

Sposrdéd procedur brzegowych najwigksza moc majg procedury wieloetapowe
typu step-up, zapewniajace kontrole FWER w przypadku statystyk testowych nieza-
leznych lub silnie dodatnio skorelowanych. Skomplikowana obliczeniowo procedura
Hommela daje tylko nieznacznie lepsze wyniki od procedury Hochberga (np. Westfall
i in., 1999), dla ktorej skorygowane prawdopodobienstwa testowe wyznaczane sa ze
Wzoréw:

ﬁ(m) = p(m) oraz ‘ﬁ(m—j) = min(ﬁ(m_j+1); (] + l)p(m_j)) dla] = 1, ey M — 1. (8)

Wymieniajac najwazniejsze procedury brzegowe zapewniajace kontrole FWER
nalezy wspomnie¢ o procedurze Shaffer dla hipotez logicznie powigzanych (Shaffer,
1986). Przyktadem hipotez logicznie powigzanych moga by¢ hipotezy o réwnosci
wartosci przecietnych parami dla co najmniej trzech populacji. Zauwazmy, ze w rze-
czywistosci niemozliwe jest, aby uq = u, oraz u, = us, ale uy # uz. Shaffer uznata
wigc, ze w przypadku poréwnywania wartosci przecietnych trzech populacji nie ma
potrzeby rozpatrywa¢ sytuacji, gdy odrzucamy jedng hipoteze zerowa, a przy dwdch
stwierdzamy, ze nie mamy podstaw do ich odrzucenia i zaproponowata modyfika-
cje uniwersalnej procedury Holma, ktéra dzigki uwzglednieniu logicznych relacji
pomiedzy hipotezami ma wigksza moc, a kontrola FWER na poziomie « jest nadal
zagwarantowana.

3 Por. np. Westfall i in. (1999).
4 lbid.
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2.2. BRZEGOWE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH KONTROLUJACE FDR

Procedury kontrolujace FDR to procedury zapewniajace kontrolg wartosci ocze-
kiwanej frakcji btednych odrzucen wérdd wszystkich odrzucen, na z géry zadanym
poziomie. Wybor przez badacza tej miary btedu | rodzaju dla rodziny wnioskowan
oznacza, iz dopuszcza on i akceptuje pewien niewielki odsetek q(q = «) btednych
odrzucen wsrdd wszystkich odrzucen.

Hochberg i Benjamini (1995) zaproponowali procedure gwarantujaca kontrole
FDR w przypadku niezaleznych statystyk testowych, dla ktérej skorygowane praw-
dopodobienstwa testowe wyznaczane sg z nastepujacych wzorow:

m

Dm) = Pm) OraZ P(m-j = min (ﬁ(m—j+1)im_j p(m—j)) da j=1,...,m—-1. (9

Bejamini i Yekutieli (2001) pokazali, ze procedura ta zapewnia kontrole FDR réwniez
w przypadku statystyk testowych o zaleznosci dodatnio regresyjnej.

Uniwersalng modyfikacje procedury Hochberga i Benjaminiego, ktora zapewnia
kontrole FDR bez wzgledu na typ zaleznosci pomiedzy statystykami testowymi zapro-
ponowali Benjamini i Yekutieli (2001). Prawdopodobienstwa skorygowane wyzna-
czane Sg ze WzOorow:

m
Dm) = min (1; Pm) Z %) (10)

=1

m
~ . 1 .
Pm-jy = min (p(m_j+1); p(m-i)ml_j E 7) dla j=1,..,m—1

i=1

Niestety, procedura Benjaminiego-Yekutieliego jest bardzo konserwatywna.

2.3. ZALETY | WADY PROCEDUR BRZEGOWYCH

Niepodwazalng zaleta brzegowych procedur testowan wielokrotnych jest ich pro-
stota obliczeniowa. W przypadku niektérych procedur testowan wielokrotnych np.
procedur Hochberga—Benjaminiego, Hommela, Hochberga, czy tez procedur opar-
tych na nieréwnosci Sidéaka, istotng kwestia jest typ zaleznosci pomiedzy statysty-
kami testowymi dla ktorego procedury te zapewniaja kontrole wybranej miary btedu
| rodzaju dla rodziny wnioskowan. Procedury te charakteryzuja si¢ zazwyczaj wigksza
mocag w stosunku do procedur uniwersalnych Bonferroniego, czy Holma, ale wymogi
dotyczace zaleznosci pomigdzy statystykami znacznie ograniczajg zakres ich zastoso-
wan i komplikuja zastosowanie. Procedury uniwersalne mozna stosowaé¢ w przypadku
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dowolnego zbioru wnioskowan, bez wzglgdu na typ zaleznosci pomiedzy statystykami
testowymi, ale ich wada jest mniejsza moc w poréwnaniu do procedur, ktére uwzgled-
niaja taczny rozktad statystyk testowych. Uniwersalne procedury brzegowe testowan
wielokrotnych umozliwiaja wigc kontrole efektu testowania wielokrotnego w wielu
sytuacjach badawczych, w ktorych rozwiazan klasycznych brak. W sytuacjach, gdy
klasyczne procedury testowan wielokrotnych sa dostepne np. w modelu jednoczyn-
nikowej analizy wariancji, zarébwno badania empiryczne, jak i badania symulacyjne
efektywnosci procedur klasycznych oraz procedur brzegowych zastosowanych do
wyodrebniania jednorodnych podgrup wartosci przecigtnych pokazuja, ze procedury
brzegowe stanowig powazng konkurencje dla rozwigzan klasycznych, a ich efektyw-
nos¢ jest nieznacznie gorsza, za$ w niektérych przypadkach wrecz poréwnywalna
z efektywnoscia procedur klasycznych (Denkowska, 2007b, Denkowska 2005).

W programie R w pakiecie multtest dostepna jest funkcja mt.rawp2adijp, ktéra
zwraca skorygowane prawdopodobienstwa testowe dla wybranych brzegowych pro-
cedur testowan wielokrotnych.

3. PROCEDURY £LACZNE TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Procedury taczne testowan wielokrotnych (ang. joint MTP) uwzgledniaja taczny
rozktad statystyk testowych i dzieki temu sg mniej konserwatywne niz procedury
brzegowe.

3.1. PROCEDURY LACZNE YOUNGA, WESTFALLA KONTROLUJACE FWER

Young i Westfall (1993) zaproponowali procedury taczne testowan wielokrotnych
wykorzystujace reprobkowanie. Procedury te oparte sa na regule domknigcia (Doman-
ski, Pruska, 2000, s. 201; Hochberg, Tamhane, 1987). Zastosowanie resamplingu
umozliwia przeprowadzanie testowania wielokrotnego mimo braku normalnosci, czy
tez braku znajomosci struktury kowariancyjnej danych. Procedury Westfalla i Younga
oparte s na maksimach statystyk testowych maxT lub minimach prawdopodobienstw
testowych minP.

Wada tych procedur jest wymaog obrotowosci podzbioru (ang. subset pivotality),
ktory oznacza, ze taczny rozkitad statystyk testowych dla dowolnego podzbioru
I zbioru wszystkich rozwazanych wnioskowan {1, ...,m}, ma by¢ taki sam, zaréwno
pod warunkiem prawdziwosci wszystkich hipotez zerowych Hy; dla i € |, jak i pod
warunkiem prawdziwosci globalnej hipotezy zerowej H§, gtoszacej, ze wszystkie
hipotezy zerowe Hy; (i € {1,...,m}) sa prawdziwe. W przypadku procedur opartych
na maksimach statystyk testowych oznacza to, ze dla dowolnego 1< {1,...,m} roz-
ktad max; . T; | H, musi by¢ taki sam, jak rozktad max;., T; | HE.

Warunek obrotowosci podzbioru jest bardzo istotny, zwlaszcza gdy resampling
wykorzystuje rozktad generujacy dane przy zatozeniu prawdziwosci wszystkich
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hipotez zerowych, pozwala to bowiem uprosci¢ algorytm procedury opartej na regule
domkniecia i zamiast testowa¢ 2™ — 1 przecie¢ hipotez zerowych, wystarczy prze-
prowadzi¢ m testowan. Niestety w wielu sytuacjach badawczych warunek ten nie
jest spetniony. Nalezy do nich np. testowanie istotnosci wspoétczynnikow korelacji.
Rozktad generujacy dane przy zatozeniu prawdziwosci hipotez zerowych moze dawaé
taczny rozktad statystyk testowych inny od prawdziwego (rzeczywistego) rozktadu.
Rozwazmy badanie istotnosci trzech wspotczynnikow korelacji p1o, p13, po3. Aitken
(1969, 1971) wykazat (patrz Westfall, Young, 1993), ze gdy Hg 1, oraz Hg 13 Sa praw-
dziwe, a Hy,3 jest fatszywa, to taczny rozkiad statystyk testowych odpowiadajacych
prawdziwym hipotezom zerowym jest w przyblizeniu normalny, zalezny od wspo1-
czynnika korelacji p,3, czyli warunek obrotowosci podzbioru nie jest spetniony.

Oznaczmy przez Ty,..., T, statystyki testowe, a przez Py,...,P, zmienne
losowe oznaczajace prawdopodobienstwa testowe zwigzane z hipotezami zerowymi
HO,l! ey HO,m-

W jednoetapowych procedurach tagcznych Westfalla i Younga prawdopodobien-
stwa skorygowane wyznaczane sg ze WzOrow:

Procedura single-step maxT

i = Pr( max |1 > lal| HE) (11)
w przypadku dwustronnych zbiorow krytycznych.
Procedura single-step minP
ﬁizPr(mjn P <p; Hg). (12)
1<jsm

Przyjmijmy pomocniczo, ze uporzadkowane prawdopodobienstwa testowe maja
indeksy ry, ..., Iy takie, z& py = Py, o, Damy = Pr,,- WOWCZaS skorygowane praw-
dopodobienstwa w procedurach typu step-down Westfalla i Younga mozna zapisaé¢
nastepujaco:

Procedura step-down maxT

Pay = Pr (le{rgﬁfﬁmﬂm > |t Hg), (13)

p(j) = max <Pr (le{r”f,’ﬁm}ml > |t HOC>;;’5(]-_1)> dlaj=2,..m,

w przypadku dwustronnych zbioréw krytycznych.
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Procedura step-down minP

ﬁ(l) = Pr (le{min }Pl < p(l) Hg), (14)

T1Tm

P(j) = max (Pr( min P, < pgj Hg);ﬁ(j_1)> dlaj = 2,...,m.
le r]-,..,rm]
Procedury Westfalla i Younga uwzgledniajg taczny rozktad statystyk testowych
i dzieki temu maja wiekszg moc niz procedury brzegowe. Procedury te niekoniecznie

musza opiera¢ si¢ na resamplingu. W niektdrych sytuacjach badawczych prawdopo-

dobienstwa Pr| max |T;| > |t(j)|
le{rj,..,rm}

Hg> mozna wyznaczy¢ z wielowymiarowego

rozktadu normalnego lub t-Studenta i wowczas resampling nie jest konieczny.
W programie R w pakiecie multtest dostepne sg zstepujace (step-down) procedury
permutacyjne mt.maxT oraz mt.minP Westfalla i Younga (1993).

3.2. PROCEDURY LACZNE TESTOWAN WIELOKROTNYCH DUDOIT | VAN DER LAANA

Ciekawa, nowa propozycje w literaturze tematu stanowig procedury taczne oparte
na bootstrapie (Dudoit, van der Laan, 2008), ktére w odréznieniu od propozycji
Westfalla i Younga, nie opieraja si¢ na rozkladzie® generujacym dane ktéry spetnia
hipotezg, ze wszystkie hipotezy zerowe sa prawdziwe, ale na rozktadzie ,,zerowym”
statystyk testowych, czyli rozktadzie statystyk testowych przy zatozeniu prawdziwo-
sci hipotezy zupelnej. Autorzy zaproponowali dwa rodzaje ,,zerowych” transformacji
bootstrapowych statystyk testowych: przesuniecie i skalowanie (ang. null shift and
scale) oraz kwantylowe przeksztatcenie (ang. null quantile). Bootstrapowym esty-
matorem ,,zerowego” rozkladu statystyk testowych jest rozktad otrzymany w wyniku
transformacji ,,zerowej” bootstrapowych statystyk testowych.

Kontrole miary FWER zapewnia zastosowanie tgcznych procedur jednoetapowych
(ang. single-step SS) lub wieloetapowych zstepujacych (ang. step—down SD), opar-
tych na maksimach statystyk testowych maxT lub na minimach prawdopodobienstw
testowych minP.

Na rys. 1 przedstawiony jest schemat wyznaczania skorygowanych prawdopodo-
bienstw testowych w przypadku zastosowania jednoetapowej procedury maxT (dla
prawostronnych zbioréw krytycznych). Skorygowane prawdopodobienstwo testowe
B,(m) (m=1,...,M) dla hipotezy Hy(m) jest frakcja maksimow bootstrapowych
max,, Z5 (m,b) nie mniejszych od zaobserwowanej wartoéci statystyki testowej
Ta(m).

5 Rozktad generujacy dane moze da¢ w efekcie rozktad taczny statystyk testowych o innej struktu-
rze zaleznosciowej niz ich prawdziwy rozktad (gdy niespetniony jest warunek obrotowosci podzbioru).
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B — liczba préb B — liczba prob
bootstrapowych bootstrapowych
Tﬁ (m,b) transformacja Zﬁ (m,b) T,(m) P,(m)
_ »zerowa” _ _
liIZIZba bootstrapowe | o bootstrapowe zaoll:gerwo Sk(f‘;’ygo
: tatystyki test } B
hipotez statystyki statystyx tes O.‘l.ve wanych wanych
po transormacji
testowe g o statystyk prawdop.
zerowej testowych testowych
max Z2 (m, b)
m
maksima B kolumn

Rysunek 1. Schemat wyznaczania skorygowanych prawdopodobienstw testowych w przypadku
zastosowania procedury jednoetapowej SS.maxT (dla prawostronnych zbioréw krytycznych)

Zrédto: opracowane na postawie Dudoit, van der Laan (2008).

Procedury zaproponowane przez Dudoit, van der Laana (2008) sg zaimplemento-
wane w pakiecie multtest w R pod nazwa MTP. Procedur¢ MTP mozna zastosowac
do poréwnan parami wartosci przecietnych, do testowania istotnosci wspotczyn-
nikow regresji w modelu regresji, testowania istotnosci wspétczynnikow korelacji
oraz w wielu innych sytuacjach badawczych. Uzytkownik okresla statystyki testowe
(statystyki sa determinowane poprzez wybor testu np. t.twosamp.equalvar, t.cor, f),
miare bledu | rodzaju (FWER, gFWER, TPPFPS, FDR), metode estymacji rozk/adu
,,Zerowego” statystyk testowych (bootstrap z centrowaniem i skalowaniem boot.sc,
bootstrap z transformacjg kwantylowg boot.qt, permutacje) oraz procedure fgczng
testowars wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).

Dudoit i van der Laan (2008) dedykowali procedure MTP badaniom genetycz-
nym, specyficznym ze wzgledu na bardzo liczne rodziny wnioskowan, sktadajace si¢
z tysiecy hipotez zerowych. Wstepne eksperymenty symulacyjne (opisane ponizej)
pokazuja jednak na koniecznos¢ dodatkowych badan nad procedura MTP.

3.3. EKSPERYMENT SYMULACYJNY

W celu sprawdzenia kontroli miary btedu | rodzaju FWER przez procedurg MTP
przeprowadzono eksperyment symulacyjny. Eksperyment polegat na generowaniu M
préb n-elementowych z rozktadu normalnego N(0O,1) i testowaniu hipotez postaci:
Hoyi:,ui =0 vs. HA‘i:,ui * 0 (l =1, ,M)

Eksperyment powtarzano co najmniej 3000 razy i szacowano prawdopodobienstwo
wiasciwych decyzji, czyli rozpoznania, ze wszystkie hipotezy zerowe sa prawdziwe.

6 TPPFP (Tail Probability for Proportion of False Positives): TPPFP = P(% > q) gdzie g € (0,1).
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W badaniu wykorzystano funkcjg¢ MTP zaimplementowana w pakiecie multtest
w R. Parametrami funkcji MTP byty m.in. test t-Studenta dla wartosci oczekiwanej
(t.one.samp), wartos¢ weryfikowana ustawiona domyslnie na 0, liczba préb bootstra-
powych B réwna 1000 oraz FWER = 0,05.
Prawdopodobienstwo wiasciwego rozpoznania, ze wszystkie hipotezy zerowe sg
prawdziwe, szacowano w zaleznosci od:
— metody estymacji rozktadu ,,zerowego” statystyk testowych (boot.sc, boot.qt),
— procedury tacznej testowan wielokrotnych (SSmaxT, SSminP, SDmaxT, SDminP).
W badaniu rozpatrywano:
— proby o liczebnosci n: 10, 30, 100,
— liczby testowanych hipotez zerowych M wynosity: 100, 200, 400.

Rezultaty badan symulacyjnych przedstawiono w tabeli 1.

Tabela 1.
Wyniki badan symulacyjnych

SSmaxT | SSminP | SDmaxT | SDminP | SSmaxT | SSminP | SDmaxT | SDminP

n M boot.cs | boot.cs | boot.cs | boot.cs | boot.qt | boot.qt | bootgt | boot.qt

10 | 100 0,977 0,972 0,975 0,974 0,937 0,903 0,936 0,907
30 | 100 0,948 0,918 0,948 0,917 0,948 0,901 0,947 0,904
100 | 100 0,935 0,899 0,935 0,895 0,945 0,902 0,944 0,903
10 | 200 0,985 0,953 0,984 0,953 0,936 0,819 0,935 0,818
30 | 200 0,954 0,848 0,953 0,846 0,949 0,820 0,949 0,826
100 | 200 0,937 0,814 0,938 0,817 0,946 0,820 0,946 0,812
10 | 400 0,987 0,909 0,988 0,884 0,940 0,646 0,937 0,661
30 | 400 0,956 0,717 0,954 0,711 0,947 0,662 0,947 0,681
100 | 400 0,948 0,671 0,949 0,683 0,967 0,682 0,960 0,699

Zr6dto: opracowanie wiasne.

Zdecydowanie nie wszystkie otrzymane wyniki mozna uzna¢ za satysfakcjonu-
jace. Stosunkowo najlepsze wyniki daty procedury oparte na maksimach statystyk
testowych. Bardzo stabo wypadty natomiast procedury oparte na minimach prawdopo-
dobienstw testowych minP, a zwtaszcza te z nich, w ktdrych ,,zerowa” transformacja
bootstrapowych statystyk testowych opierata sie¢ na przeksztatceniu kwantylowym,
szczegOlnie w sytuacji bardzo duzej liczby testowanych hipotez. Sytuacji takiej nie
zaohserwowano natomiast w réwnolegle prowadzonym badaniu nad procedurami
brzegowymi testowan wielokrotnych, ktére bez wzgledu na liczbe testowanych hipo-
tez oraz liczebnosci prob potwierdzity kontrole miar btedu | rodzaju (FWER, FDR).
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W badaniach nad procedura MTP przyjeto ustawiong domyslnie w procedurze
liczbe prébkowan (B = 1000). Wstepne eksperymenty polegajace na zwiekszeniu
liczby prob bootstrapowych pokazuja, ze im wigksza liczba testowanych hipotez tym
poprawa prawdopodobienstwa wiasciwego rozpoznania jest wyrazniejsza. Badanie
prowadzono w przypadku préb o matej liczebnosci (n = 10). Liczbe préb bootstra-
powych zwigkszono 10-krotnie (B = 10000). | tak, w przypadku procedury sdMinP
(boot.qgt) dla 400 hipotez prawdopodobienstwo wiasciwego rozpoznania wzrosto do
0,85; dla 200 hipotez zaobserwowano mniejsza poprawe — wzrost prawdopodobien-
stwa wiasciwego rozpoznania do 0,88, a dla 100 hipotez korekta prawdopodobienstwa
byta wrecz niezauwazalna. Pomimo 10-krotnego zwigkszenia liczby probkowan,
otrzymane prawdopodobienstwa wiasciwego rozpoznania nadal nie mozna uzna¢ za
satysfakcjonujace.

Rezultaty eksperymentu symulacyjnego okazaty sie zaskakujace, okazalo sie
bowiem, ze MTP nie zawsze gwarantuje kontrol¢ FWER dla zbioru wnioskowan
na z gory ustalonym poziomie. Co wiecej, wstepne rozpoznanie wskazuje réwniez
na pewna niestabilnos¢ wynikow zalezng od liczby prébkowan. W 2009 roku Werft
i Benner (2009) sygnalizowali problemy z kontrola miary FDR przez procedurg
MTP w przypadku bardzo duzej liczby testowanych hipotez i matej liczebnosci prob.
Konieczne sa zatem dalsze badania nad procedurami Dudoit i van der Laana wyja-
$niajace przyczyny problemoéw z kontrolag wspomnianych miar btedu | rodzaju dla
zbioru wnioskowan.

4. PODSUMOWANIE

Kontrola efektu testowan wielokrotnych jest bezsprzecznie konieczna. Niekontro-
lowane testowanie wielokrotne prowadzi do wykrywania wielu zupetnie przypadko-
wych zaleznosci. Zaleznosci takie sg pozniej czesto eksponowane w naukowych, jak
rowniez popularno-naukowych publikacjach jako ciekawe, czy wrecz zdumiewajace
wyniki badan. To z kolei moze budzi¢ sceptycyzm wobec metod statystycznych,
podczas gdy zrédtem nieporozumienia sa niewlasciwie przeprowadzone badania,
nieuwzgledniajace efektu testowania wielokrotnego.

Z powodu rygorystycznych zatozen modelowych procedury klasyczne testowan
wielokrotnych maja znacznie ograniczony zakres zastosowan. Co wiecej, w wielu
sytuacjach badawczych rozwiazan klasycznych brak. Dlatego tez, coraz wieksze
zainteresowanie zdobywaja nieklasyczne brzegowe oraz tagczne metody testowan wie-
lokrotnych. Popularne, proste obliczeniowo i 0 szerokim zakresie zastosowan uniwer-
salne procedury brzegowe nie uwzgledniaja tacznego rozkladu statystyk testowych,
przez co s bardziej konserwatywne od procedur tacznych. Z kolei zakres zastosowan
procedur acznych zaproponowanych przez Westfalla i Younga jest ograniczony ze
wzgledu na wymaog obrotowosci podzbioru. Ciekawg alternatywa zatem wydaje sig
dedykowana badaniom genetycznym procedura tgczna zaproponowana przez Dudoit
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oraz van der Laana (2008). Szeroki zakres zastosowan, mozliwos¢ wyboru miary
btedu | rodzaju dla zbioru wnioskowan oraz powszechnie dostgpne gotowe opro-
gramowanie w pakiecie multtest w R, to jej istotne zalety. Niestety zaprezentowane
w artykule badania symulacyjne pokazaty, ze procedura MTP nie zawsze gwarantuje
kontrole FWER dla zbioru wnioskowan na z gory ustalonym poziomie. Z kolei pro-
blemy z kontrola miary FDR przez procedurg MTP sygnalizowali Werft i Benner
(2009). Wyniki te wskazuja na konieczno$¢ dalszych badan nad procedurg MTP
Dudoit oraz van der Laana.
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NIEKLASYCZNE PROCEDURY TESTOWAN WIELOKROTNYCH

Streszczenie

Zakres zastosowan klasycznych procedur testowan wielokrotnych jest ograniczony z powodu zato-
zen modelowych, a w wielu sytuacjach badawczych rozwiazan klasycznych po prostu brak. Kontrole
efektu testowania wielokrotnego umozliwiaja wowczas nieklasyczne procedury testowan wielokrotnych.
Proste obliczeniowo, o szerokim zakresie zastosowan, brzegowe procedury testowan wielokrotnych
nie uwzgledniaja jednak tacznego rozktadu statystyk testowych, przez co sa bardziej konserwatywne
od procedur acznych. Zakres zastosowan procedur tacznych Westfalla i Younga (1993) jest natomiast
ograniczony ze wzgledu na wymaog obrotowosci podzbioru. Ciekawa alternatywe stanowig dedykowane
badaniom genetycznym procedury taczne, zaproponowane przez Dudoit oraz van der Laana (2008).
Szeroki zakres zastosowan, mozliwos¢ wyboru miary btedu | rodzaju oraz powszechnie dostepne, opro-
gramowanie (procedura MTP jest zaimplementowana w pakiecie multtest w R), to ich istotne zalety.
Niestety, badania nad procedurg MTP przeprowadzone przez Werfta i Bennera (2009) pokazaty problemy
z kontrolag miary FDR w przypadku bardzo duzej liczby testowanych hipotez i matej liczebnosci prob.
Z kolei zaprezentowany w artykule eksperyment symulacyjny pokazat, ze procedura MTP nie zapewnia
rowniez kontroli FWER na z géry zadanym poziomie.

Stowa kluczowe: testowanie wielokrotne, FWER, FDR, reprobkowanie, MTP
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NON-CLASSICAL MULTIPLE TESTING PROCEDURES

Abstract

The range of applications of classical multiple testing procedures is limited due to model assumptions,
and in many cases classic solutions are non-existent. In such situations non-classical multiple testing
procedures allow to control the effect of multiple testing. Although they are popular for computational
simplicity and a wide range of applications, marginal multiple testing procedures do not take into account
joint distribution of test statistics, which make them more conservative than joint multiple testing proce-
dures. The range of applications of joint procedures introduced by Westfall and Young (1993) is limited
due to the subset pivotality requirement. Thus, joint multiple testing procedures suggested by Dudoit and
van der Laan (2008) seem very promising. A wide range of applications, the possibility of choosing the
Type | error rate and easily accessible software (MTP procedure is implemented in R multtest package)
are their obvious advantages. Unfortunately, the results of the analysis of MPT procedure obtained by
Werft and Benner (2009) revealed that it does not control FDR in case of numerous sets of hypotheses
and small samples. Furthermore, the simulation experiment presented in the article showed that MTP
procedure does not control FWER, either.

Keywords: multiple testing, FWER, FDR, resampling, MTP



