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LOSOWO  A CHAOTYCZNO

1. WST P

Poj cia „losowo ”, „chaotyczno ” s  dzi  w powszechnym u yciu w nauce, 
sztuce, polityce, zarz dzaniu ró nego rodzaju organizacjami, a tak e w codziennych 
ludzkich dzia aniach i rozmowach. Zasadnicza tre  tych poj  wy oni si  dzi ki 
odpowiedzi na nast puj ce pytania:

pyt. 1. Losowo  dla kogo?
pyt. 2. Losowo , chaotyczno  czego?
pyt. 3. W czym przejawia si  losowo , chaotyczno  tego czego ? 
pyt. 4. Jakie s  formy losowo ci i chaotyczno ci?
Zanim spróbujemy odpowiedzie  na niektóre z tych pyta , warto przyj  nast -

puj ce ogólne okre lenia:
(01)  losowo  i chaotyczno  to ustalone – przez obserwatorów, badaczy – cechy 

przedmiotów;
(02)  rozpatrywane i obserwowane przez badaczy i obserwatorów przedmioty tj, m.in. 

takie obiekty jak: fakty; zdarzenia; zjawiska realnego wiata; abstrakcyjne – teo-
retyczne uogólnienia realnych zjawisk w formie hipotetycznych praw empirycz-
nych, teorii; s dy o: przesz o ci, przysz o ci, zdarzeniach, zjawiskach kultury, 
gospodarki, polityki, kosmologii.

Poj cia losowo ci, chaotyczno ci, chaosu s  dzi  w powszechnym u yciu prak-
tycznie we wszystkich dziedzinach nauk teoretycznych i stosowanych. W szczególno-
ci adne wspó czesne badanie ekonometryczne czy statystyczne nie mo e si  obej  

bez analizy losowo ci czy chaotyczno ci zjawisk. Przyk ady takich analiz podaj , 
m.in. Zieli ski (1989, 1992), Osiewalski (2001), Piasecki (2007), Orzeszko (2004, 
2005), Lachowicz (1999), Banasiak, Lachowicz (2002), Zawadzki (1996, 2006, 2012), 
Perzanowski (1997), Ostasiewicz, Ronka-Chmielowiec (1994).

Historia  lozo  i, nauk szczegó owych, zawiera szereg przyk adów ci g ych 
zmian tre ci poj  losowo ci i chaotyczno ci oraz intensywno ci ich u ycia w nauce 
i codziennym yciu. O niektórych z tych zmian i aplikacji wspominamy okazjonal-
nie ni ej oraz w Milo (2013). Szerokie ich omówienie w odniesieniu do losowo ci 
mo na znale , np. w Milo (2012). W §2 spróbujemy zwi le odpowiedzie  na pyt. 1 
i pyt. 2, za  w § 3 na pyt. 3 i pyt. 4. 
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2. ONTOLOGICZNE I METODOLOGICZNE PODSTAWY 
„LOSOWO CI I CHAOTYCZNO CI”

Poj cia „los”, „losowy”, „losowo ” do j zyka polskiego tra  y z j zyka niemiec-
kiego, w którym „Los” znaczy, m.in. przeznaczenie, traf, los na loterii, przypadek. 
W j zyku greckim los to ,  (tychi, mojra) czyli przypadek, powodzenie, 
pomy lno , fortuna, sprzyjaj ce okoliczno ci. W j zyku aci skim (i pó niej, m.in. 
francuskim) alea to traf i to lepy, przypadek, ryzykowne przedsi wzi cie, hazard, gra 
hazardowa (w ko ci np.), te  przypad o  nazywana accidens (akcydens po polsku) 
lub symbebekós ( x  po grecku). Akcydens to nieistotna cecha, w a ciwo , 
w asno , czyli przypadek, ale te  nieistotny i niekonieczny element tkwi cy w czym  
bardziej z o onym.

Przyjmuj c de  nicj  (01) z §1 przez losowo  b dziemy rozumie  nast puj ce 
cechy przedmiotów wymienione w de  nicji (02):
c1) przedmioty te s  obserwowalne i/lub analizowalne przez co najmniej 2 nieza-

le nych obserwatorów i/lub analityków, tj. obserwowalne i/lub analizowalne s  
co najmniej 2 rozró nialne przez nich cechy: cecha istnienia substancjalnego lub 
poj ciowego obiektu oraz nierozerwalnie z ni  zwi zana cecha stowarzyszona 
przypadkowa, której zaobserwowanie lub przewidzenie wyst pienia – z uwagi 
na u omno  procesu obserwacji lub eksperymentu – s  niemo liwe do ustalenia 
przed dokonaniem obserwacji. Przyk adami takich cech stowarzyszonych s : 
obserwowany kolor, kszta t cia a, czas i miejsce wyst pienia zdarzenia przyrody 
biologicznej czy gospodarczej, wynik rzutu monet  symetrycznie wywa on , 
wynik „losowego” ci gnienia numerowanych 6 kul z 49 kul;

c2) zarówno procesy powstawania (istnienia) jak i gini cia (nie-istnienia) obiektów 
jak i konkretnie obserwowane wzorce cech stowarzyszonych (koloru, kszta tu, 
czasu, miejsca, dzia ania, stanu, ilo ci, jako ci, stosunku, po o enia) przedmiotów 
s  nieprzewidywalnie nieregularne;

c3) cechy z (c1) i (c2) implikuj  ignorancj  obserwatorów i analityków o prawach 
ruchu lub spoczynku rzeczywistych przedmiotów, brak – w momencie obserwa-
cji lub eksperymentu – odpowiednich instrumentów pomiaru lub obserwacji si  
i kierunków wzajemnego oddzia ywania obserwowanych obiektów albo niezna-
jomo  kolejno ci wyst powania w czasie i przestrzeni obserwowanych obiektów 
realnych, czy wreszcie nieznajomo  regu  wnioskowa  dla zbiorów sprzecznych 
racji i/lub nast pstw, brak wiedzy o regu ach przemian fazowych form i struk-
tury obserwowanych rzeczy. Z (c1)-(c3) wida , e losowo  i chaotyczno  to 
wygodny terminologiczny opis sytuacji obserwacyjno-badawczej dla obserwatora, 
badacza zjawisk o nieregularnych przebiegach, a tak e dla ka dego cz owieka 
intuicyjnie rozumiej cego sens tych s ów.
Uwaga 2.1. Najjaskrawszych przyk adów róde  losowo ci dostarczaj  nam 

historyczne opisy gier hazardowych w ko ci, karty, gier sportowych. Okazuje si , e 
zawsze istnieli gracze-oszu ci, którzy stosuj c prymitywne „chwyty growe” z góry 
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znali wyniki gier bo je „projektowali (programowali) przed gr ”. Dla postronnego 
obserwatora wyniki tych gier by y jednak losowe, tzn. a priori nieprzewidywalne, 
czyli e dla niego losowe znaczy y wyniki nieprzewidywalne przynoszone przez tzw. 
los.

Uwaga 2.2. Dla egzaminatora numery, np. 7 pyta  – losowane przez studenta 
na egzaminie – s  zwi zane z konkretnymi tre ciami, które zna, bo sam je uk ada , 
wi c nie s  one dla egzaminatora losowe. Dla owego studenta za , s  one losowe, 
je li kto  wcze niej ich mu nie wyjawi . Podobnie jest z „odkrywaniem zdarze  
rynkowych lub zawodowych”. Dla np. dyrektora zarz du banku X, ustalona przez 
niego kontrola oddzia u XX dn. 20.03.2013, w innym mie cie jest zdarzeniem pew-
nym, ale dla personelu tego oddzia u (je li nikt z tego personelu o tym nie wiedzia , 
prócz dyrektora) kontrola ta jest losowa co do czasu, skali szczegó owo ci, ostro ci 
– z uwagi na niewiedz  o jej nast pieniu i charakterze. Oznacza to, e w generowaniu 
owej losowo ci – dla nieuprzedzonych kontrolowanych – bior  udzia  nast puj ce 
obiekty i przedmioty procesu: dzia aj cy decydent, kontroler oraz doznaj cy kontroli 
podmiot, tj. oddzia  XX, czas trwania kontroli, miejsce, ilo  kontrolowanych stanów 
dzia alno ci oddzia u XX.

Uwaga 2.3. Akceptacja losowo ci jako cechy ignorancji decydentów, obserwa-
torów, analityków co do przysz ych lub aktualnych wyników dzia a  obiektów przy-
rodniczych, stanów procesów przyrodniczo-gospodarczo-spo ecznych (w tym stanów 
równowagi) trwa od czasów antycznych. Jest ona z jednej strony wygodn  opisowo-
-analityczn  strategi  cz owieka w procesie adaptacji wobec zmiennych warunków 
ycia, cho  z drugiej strony jest ona oznak  przynajmniej cz ciowej nieznajomo ci 

tych przedmiotów, wzgl dem których zak ada on istnienie losowo ci. Za o enie loso-
wo ci procesu, to przyznanie si  do nieznajomo ci faktycznych cech i mechanizmu 
funkcjonowania tego procesu, czyli eufemizm zas aniaj cy niewiedz  o tym procesie.

W II po owie XX w. niezwyk  popularno  zdoby y terminy chaotyczno , chaos, 
chaotyczny. Przez chaotyczno  intuicyjnie rozumie  b dziemy cech  braku porz dku, 
braku trwa ych wzorców cech w obserwowanych i/lub analizowanych przedmiotach 
i ich relacjach. W codziennym yciu za  chaos oznacza sytuacj , w której co  si  
wydarza w sposób niezorganizowany, nieuporz dkowany, ba aganiarski albo ci g 
takich sytuacji. W kosmologii, meta  zyce, ontologii, chaos to stan lub zbiór stanów 
wszech wiata zanim nasta  jakikolwiek porz dek (o czym pisa  ju  Hezjod w swej 
Teogonii). Pitagorejczycy ujmowali chaos jako przestrze  obrazowan  przez bez adne 
sploty liczb, za  Platon i Arystoteles, jako pramiejsce powsta ego wiata. Dla Anaksy-
mandra chaos jest nieokre lonym pratworzywem wiata, dla Anaksagorasa przestrze-
ni  niesko czenie podzielnych elementów, z kolei dla Demokryta nieuporz dkowanym 
niesko czonym zbiorem cz steczek (atomów), za  dla stoików bezkszta tn  mas . 
Te mo no ciowo-materialne uj cia przetrwa y do czasów nowo ytnych by w tych 
ostatnich przekszta ci  si  w mo no ciowo-wirtualne, tj. m.in. ujmowanie chaosu jako 
transcendentnego pra ród a wszelkich si  w kosmosie (Paracelsus, Böhme, Schelling, 
von Baader, Nietzsche).
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Kontynuuj c w tek ontycznego ujmowania chaosu mo na ten ostatni rozumie  
jako czasowy ci g lub zbiór stanów wszech wiata czyli powtarzaj ce si  zjawisko 
wydarzania si , czy te  powstawania ró nych nieregularnych, co do formy i struktury 
substancjalnej, rzeczy i relacji mi dzy nimi zachodz cymi, w tym ruchu przestrzen-
nego, lub przestrzenno-czasowego. W wieku XIX i pó niej, zarówno matematycy 
jak i przedstawiciele najpierw  zyki, chemii a nast pnie pozosta ych ga zi wiedzy 
rozpropagowali poj cie chaosu i chaotyczno ci w zwi zku z analiz  matematycznych 
modeli dynamiki, a w szczególno ci w zwi zku z analiz  dynamicznego chaosu jako 
„zjawiska” zachowa  si  obrazów szczególnych podzbiorów dziedzin funkcji czyli 
obrazów trajektorii (orbit) warto ci stanów b d  parametrów matematycznego modelu 
systemu b d  orbit niezmienniczych stanów g ównych obserwowanych zmiennych 
zwi zanych formalnymi równaniami. Podwaliny matematyczne pod analiz  dynamiki 
po o y  H. Poincare, a dalszy jej rozwój kontynuowali A. Lapunow, J. Hadamard, 
G. D. Birkhoff, A. Ko mogorow, M. J. Feigenbaum, E. Lorenz, B. Mandelbrot, 
D. Ruelle, J. Von Neuman, Y. Sinai, N. Kry ow, A. Andronow, V. Arnold. Dzi  mamy 
wiele naukowo wp ywowych monogra  i i podr czników po wi conych matema-
tycznej teorii chaosu. Cz  z nich przet umaczono na j. polski, jak np. podr czniki 
H. G. Schustera, E. Otta, J. Gleicka, H. Peitgena. Pojawi y si  te  podr czniki polskich 
autorów, m.in. T. S kowskiego, M. Tempczyka. Przez chaotyczno  rozumie si  tam 
albo cech  braku wzorców zachowa  orbit rozwi za  pojedynczych równa  lub uk a-
dów równa  ró niczkowych, ró niczkowo-ca kowych, ró nicowych b d  wzorców 
orbit utworzonych z warto ci lewych stron tych równa  przy szczególnych, krytycz-
nych dla potwierdzenia chaotyczno ci warto ci parametrów wymienionych równa . 
Jest to przeto chaotyczno  teoretyczna, abstrakcyjna, która daje jednak podstawy 
do analizy ontycznych, rzeczywistych systemów otaczaj cego nas wiata  zycznego. 
Sposób ujmowania i za o enia modeli chaosu deterministycznego wiadcz , i  autorzy 
modelowo opisuj  nieregularne zjawiska i procesy geometryczno-analityczne, którym 
w domy le odpowiadaj  ich  zyczne b d  chemiczne wzorce z pozycji determinizmu, 
a poj cie chaotyczno ci jest u nich bliskie poj ciu niestabilno ci typu MA-DU, tj. e 
ma e zaburzenia pocz tkowe warto ci parametrów modelu powoduj  du e zmiany 
w przebiegu trajektorii zmiennych endogenicznych modelu. Wprawdzie wi kszo  
autorów u ywa terminu „chaos deterministyczny systemu(ów)”, to z tre ci referatów, 
artyku ów i ksi ek atwo wskaza , i  sens „systemu” jest zwykle matematyczno-
-modelowy, cho  sposób u ycia tego poj cia cz sto bywa dwuznaczny, tj. mo na 
go rozumie  jako system bytu rzeczywistego jak i bytu pomy lanego-wirtualnego, 
modelowanego matematycznie. 

Istnieje te  idea chaosu przypadkowego (losowego). Od strony  lozo  cznej ide  
t  propagowali, m.in. H. Bergson, G. Deleuze, F. Nietzsche (z pozycji cz ciowego 
lub absolutnego determinizmu) za  z pozycji statystyczno-probabilistycznych, m.in. 
R. von Mises, A. Ko mogorow, P. Martin-Löf. Z metodologicznego punktu widzenia 
przedstawione omówienie pozwala wi c stwierdzi , e:
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 losowo  i chaotyczno  dotycz  zarówno przedmiotów wiata  zycznego jak 
i wiata poj  o rzeczywisto ci czy te  wiata wirtualnego wymy lonego, teore-
tycznego;

 losowo  uchwycona spostrze eniowo zmys ami i zapisana pomiarowo jak 
i procesualnie dziej ca si  wokó  obserwatora lub obserwatorów, przejawia si  
w nieprzewidywalnej, niezrozumia ej dla obserwatora(ów) nieregularno ci i nie-
stabilno ci typu MA-DU przebiegu zmienno ci warto ci obserwowanych cech, 
obserwowanych przedmiotów, tj. w ignorancji prawid owo ci zmian cech tych 
przedmiotów i wzajemnych zale no ci zmian badanego przedmiotu od zmian cech 
innych przedmiotów; przyjmujemy wi c, e losowo  oznacza kryptogra  czn  
dla obserwatorów szyfracj  – dokonan  przez Natur  – cech rzeczy, zdarze , zja-
wisk, procesów, któr  jednak post p bada , pomiarów, analiz powoli deszyfruje, 
tj. ods ania jej tajemnice;

 chaotyczno  deterministyczna, podobnie jak losowo , przejawia si  w nie-
przewidywalnej nieregularno ci wzorców zmienno ci cech formy stanów rzeczy, 
procesów rzeczywistych otaczaj cego nas wiata, b d  nieprzewidywalnych 
wzorcach cech procesów teoretyczno-modelowych. Ró nica w zakresie tych 
poj  polega na przyjmowaniu za o enia, e dla obserwatora i analityka loso-
wo  rzeczy, procesów, wynika z nieokre lono ci i nieznajomo ci prawid owo ci 
ich zmian (w czasie, przestrzeni) wszystkich istotnych przyczyn tych zmian, za  
przy chaotyczno ci, przyjmuje si , e znane s  ogólne matematyczne wzory tych 
prawid owo ci, lecz e ich numeryczna realizacja – jak na to wskazuj  w asno ci 
rozwi za  modeli tych postulowanych prawid owo ci nawet w przypadku bardzo 
prostych nieliniowych modeli- rodzi chaotyczne deterministyczne wzorce zacho-
wa  teoretycznych orbit ruchu. Bez adno , czy te  brak porz dku formalnego, 
to cechy widoczne w przedmiotach, w stanach spoczynku jak i ruchu rozpatry-
wanego w j zyku losowo ci jak i chaotyczno ci, niezale nie czy owe przedmioty 
s   zyczne czy abstrakcyjno-ideowe. Przypuszczamy, e bardziej poj cia te 
pojawi y si  z bezradno ci w ustalaniu empirycznych praw oraz potrzeb znale-
zienia namiastki ostatecznych metodologicznych rozwi za  ni  wierno ci analiz 
ontologicznych.
Uwaga 2.4. Dotychczasowa analiza stanowi prób  odpowiedzi na pyt. 1, pyt. 2 

i pyt. 3. Za czone uwagi i re  eksje nie wyczerpuj  problematyki zwi zanej z odpo-
wiedziami na te pytania.

3. FORMY I STOPNIE LOSOWO CI I CHAOTYCZNO CI

Losowo  rozumiana jako cecha nieodkrytych tajemnic istnienia i zmian otacza-
j cego nas  zycznie realnego wiata, jest odzwierciedleniem ignorancji jego badacza. 
Przyj cie za o enia o losowo ci zmian lub wzorców zmian stanowi zarówno przyzna-
nie si  do niewiedzy o faktycznych przyczynach i trwa ych prawid owo ciach tych 
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zmian, jak i wygodn  zas on  ideow  owej ignorancji, a tak e wygodn  podstaw  
rozwijania protagorejskich chwytów dialektycznych. Przyjmowanie tak rozumianej 
formy losowo ci o pod o u reistycznym jest szczególnie zrozumia e dla badaczy 
systemów realnego wiata na poziomie mikroskopowym. I cho  jest to u omna próba 
obrony wyników bada , w których pomiary traktuje si  jako realizacj  procesów 
losowych to cz sto wyniki te pomagaj  nie le prognozowa  rednie stany analizowa-
nych procesów ruchu otaczaj cego nas wiata mikropodmiotów w gospodarce albo 
cz steczek atomu przyrody  zycznej. Powy sze uwagi u atwiaj  nam wprowadzenie 
nast puj cego podzia u form losowo ci:
l1) losowo  reistyczna, teoretyczno-reistyczna, teoretyczna, wirtualna;
l2) losowo  makroskopowa, mezoskopowa, mikroskopowa;
l3) losowo : eksperymentu(ów) na elementach Natury, My li, wyboru decyzji o spo-

sobie dzia ania, wyboru cech dzia ania, wyników gier (w ko ci, karty, szachy, 
cz owieka z Natur  itd.) realizacji planów, projektów, poszczególnego cz owieka, 
grupy ludzi; wyboru losu na loterii;

l4) losowo : naturalna, wymy lona;
l5) losowo : obserwowalna, nieobserwowalna;
l6) losowo : prawie zupe na, ograniczona.

Wyró nione formy losowo ci maj  swoje kryteria wyró nienia. I tak kryteriami 
wyró nienia s :
k1) forma przedmiotu cechuj cego si  losowo ci  (l1), tj. forma rzeczy z natury ota-

czaj cego wiata, idee i poj cia odnosz ce si  do owych rzeczy, matematyczne 
zdarzenia losowe (w sensie Borela, Ko mogorowa, ukasiewicza), czy te  loso-
wo  zdarze  opisywanych przez literatów (poetów, powie ciopisarzy);

k2) forma i skala substancjalno-ideowa obiektów lub ich elementów sk adowych 
(losowo  l2);

k3) forma dzia a  cz owieka, grup ludzi (losowo  l3);
k4) formy powstania, gini cia zmian obiektów w Naturze lub obiektów wymy lonych 

przez cz owieka (por. l4);
k5) formy rzeczy obserwowalne przez obserwatorów zmys owo, których charakter 

zmienno ci jest nieprzewidywalny w czasie i przestrzeni, a tak e nieobserwo-
walne zmys owo formy rzeczy, które mia y miejsce w przesz o ci, aktualnie lub 
w przysz o ci ze wzgl du na ograniczenia w zdolno ci obserwacji przez obser-
watorów z powodów czasowych, przestrzennych, braku odpowiednich narz dzi 
obserwacji i odpowiednich pomys ów pomiarowych (por. l5);

k6) formy zupe nej lub cz ciowej niewiedzy o rzeczach, zdolno ci zaobserwowania 
badanej rzeczy (por. l6).
Stopnie losowo ci to stopnie niewiedzy o wiecie obserwowanym, jego mecha-

nizmach. Naj atwiej je ocenia  poprzez stopnie b dów prognozowania zdarze  
i zjawisk tego wiata. Z ontyczno-epistomologicznego punktu widzenia mo na wi c 
wyró ni  takie stopnie jak, np. s aba, rednia, mocna, zupe na losowo .
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Poj cie np. mocnej losowo ci mo e by  zde  niowane ró nie. Popularno  zdo-
by o poj cie utworzone na podstawie de  nicji losowo ci Martin-Löfa (1966). Wg 
tej de  nicji ci g zdarze , liczb jest losowy je li ma typowo nieodgadniony, nieprze-
widywalny porz dek, np. zobrazowany w formie sko czonego ci gu znaków, (por. 
Ko mogorow, Uspenski, 1987):

LML1) 10001|01110|11110|10000,

LML2) 01111|01100|11011|10001,

albo niesko czone wersje LML1, LML2 ci gów zer i jedynek. 

Oznaczmy przez  zbiór ci gów postaci LML1, LML2 itd. oraz przez  
zbiór ci gów zer i jedynek o niesko czonej liczbie elementów o nieprzewidywalnych 
porz dkach (kolejno ciach) wyst powania 0 i 1. Ko mogorow (1963) zaproponowa , 
eby ci g SN, N    n uzna  za (n,  ) – losowy wzgl dem ustalonej sko czonej rodziny 

 dopuszczalnych algorytmów (regu ) wyboru miejsca dla elementu ci gu 
je li istnieje taka liczba p    [0,1], e wzgl dne cz sto ci 1-ek w podci gach SN

i [gene-
rowane przez u ycie algorytmu i do SN] wszystkie le  w przedziale p  –  e,  p  +  e . 
Pokaza  on te , e je li liczba NA takich algorytmów spe nia NA    2–1 exp(2ne2 · (1  –  e)), 
wówczas dla dowolnego p  >  0 i N    n istnieje wzgl dem  (n,  e) – losowy binarny 
ci g SN.

Ze statystycznego punktu widzenia niestety brak jest odpowiednich testów for-
mu owanych dla wyró nienia stopni losowo ci. Statystycy proponuj  jednak oblicze-
niowo i decyzyjnie stosunkowo proste testy losowo ci w ogóle. Do znanych testów 
losowo ci nale , m.in. test Wilcoxona, testy istnienia Walda-Wolfowitza, Skellama, 
Moore’a, Hopkinsa, Pielou, Holgate’a, Eisenharta-Sweda, Morana, Coxa, Bartholo-
mewa, Berksona, Larsena i in., O’Briena, Assuncao.
U1.   Zauwa my, e de  nicja Ko mogorowa okre la nie tylko losowo , ale i jej 

stopnie uzale nione od ustalonych form analitycznych algorytmu i oraz liczb 
n,  e  >  0. Ponadto wybór formy i ulosowienia nie mo e by  dowolny lecz gwa-
rantowa  nieregularno  wyboru miejsca alokacji jedynek i zer, je li hipotez  
HR o istnieniu losowo ci traktujemy jako hipotez  testowan . Wówczas wybrana 
regularna forma Ha : j dotyczy hipotezy nietestowanej alternatywnej. Odrzucenie 
nietestowanej hipotezy alternatywnej o nie-losowo ci ci gu SN oznacza, e nie 
ma podstaw do odrzucenia HR o losowo ci SN.

U2.   Zarówno Ko mogorow jak i m.in. Chaitin, Solomonoff, Martin-Löf de  niuj  
losowo  w oparciu o poj cie obliczeniowej z o ono ci algorytmów i programów 
komputerowych umo liwiaj cych generowanie pseudo-losowych ci gów. Istnieje 
wiele podej  do pomiaru z o ono ci obliczeniowej algorytmów, programów 
obliczeniowych stosuj cych wybrane algorytmy oraz komputery. Ró norodno  
tych elementów przemawia za stosowaniem dobrej miary informacji niesionej 
przez SN jako podstawy pomiaru losowo ci ci gu. Zatem im warto  tej miary 
jest mniejsza tym bardziej ci g SN jest losowy.
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U3.   Bardzo wnikliwe i inspiruj ce uwagi o losowo ci (zwanej przypadkowo ci ) 
poda  Smoluchowski (1916, 1923). Z punktu widzenia testowania najciekaw-
sze s  uwagi, które po naszej analityczno-formalnej rekonstrukcji tekstów tego 
Autora prowadz  do nast puj cych dwu de  nicji formalnych: 

DSM1: Powiemy, e zjawisko Y(t), t    T obserwowane w okresie T przez obserwatora 
O1 z wiedz  W1 i wybranej przez niego losowej przyczynie X(t) tego zjawiska – jest 
losowe, je li kszta t funkcji rozk adu prawdopodobie stwa PY (y) nie zale y od kszta tu 
funkcji PX (x) dla przyczyny X, czyli e nie istnieje funkcja  (y, x) : PY (y) =  (PX (x)). 
Do roli PX mo na przyj  dowolne funkcje g sto ci lub cz sto ci fY (y), fX (x) lub 
dystrybuanty FY (y), FX (x).

Zatem DSM1 to propozycja metody falsy  kacji tezy badawczej, e X jest losow  
przyczyn  losowego skutku Y. Gdy X jest za o onym wektorem przyczyn, wówczas 
falsy  kujemy tez , e brany zestaw przyczyn losowych jest w a ciwy. W sytuacji, 
gdy przyj to na gruncie tej metody, e dla np. losowych przyczyn X1, X2 istnieje 

12, za  dla losowych przyczyn X3, X4 nie istnieje 34 wówczas wyst pi sytuacja, 
w której Y jest losowe ze wzgl du na 34 i cz ciowo ze wzgl du na 12·34. Empi-
rycznie warto sprawdzi  jako  prognostyczn  12·34 i odpowiadaj cy jej predyktor 

(t)  =   (X1, X2, X3, X4).

DSM2: Powiemy, e alternatywne skutki Y1, Y2 s  w przybli eniu losowymi skutkami 
tej samej przyczyny X je li:

   (1)

albo

   (2)

gdzie, np. znak „–„ oznacza, e liczymy tylko przyrosty ujemne.
W sytuacji gdy t  sam  przyczyn  zast pimy wektorem przyczyn testowanych, 

wówczas sumy mo na tworzy  addytywnie, bez wag ró nych od jedynek lub z wagami 
ró nymi od jedynek wyra aj cymi nasze dodatkowe przypuszczenia o intensywno ci 
oddzia ywania poszczególnych przyczyn. Jest otwart  kwesti  zbadanie stopnia u y-
teczno ci empirycznej propozycji DSM1, DSM2 przy rozwi zywaniu zada  praktyki 
gospodarczej, techniki, medycyny. Nawet po uzyskaniu empirycznie akceptowalnych 
wyników takich bada  nale y jednak pami ta , e cecha losowo ci szeregu obserwa-
cji jako braku prawid owo ci albo braku rozpoznanej prawid owo ci albo istnieniu 
ukrytej prawid owo ci znaczy ró ne rzeczy. I tak przyk ady:

LWM1: 135412135412135421135412…;
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LWM2: 141592… (ci g pierwszych 104 dziesi tnych znaków u amkowej cz ci );

LWM3: ci g liczb ca kowitych postaci n̂  (x), x  =  1,2000, n̂  (·)    {0,1, …, 9} b d cych 
warto ciami wielomianu stopnia 98 i które to warto ci n̂  (·) uzyskuje si  w grze 
w ruletk  w ró nym stopniu uznamy za losowe. Intuicyjnie stopie  losowo ci w kolej-
nych przyk adach ro nie. Podobnie pogl d, e je li w rezultacie do wiadcze  pomia-
rowych nie umiemy ich opisa  w akceptowalnej co do z o ono ci formie, to powiemy, 
e ci g wyników pomiarów mo e by  losowy lub prawie losowym. Wówczas albo 

odrzucamy istnienie prawid owo ci albo przyjmujemy istnienie losowych zaburze  
tych prawid owo ci. Ostatnie trzy przyk ady stanowi  swoist  ilustracj  tajemniczo 
brzmi cych, bez wyja nienia, nazw „zdarze  losowych”. Z nieznanych mi powodów 
w wiatowym u yciu mówi si  o zdarzeniach losowych albo jako o elementach bore-
lowskiego cia a zdarze  z o onych albo jako elementach zbioru elementarnych zada  
losowych. To poprzednie u ycie tylko raz zaznacza A. Ko mogorow w swej monogra-
 i z 1933 roku (rozdz. I, §1 kiedy mówi, e elementy zbioru F  =  {zbiór podzbiorów 

zbioru zdarze  elementarnych}). Zupe nie niezrozumia e jest, e polscy probabili ci, 
statystycy nie zawsze wspominaj  o wcze niejszych polskich aksjomatycznych sfor-
mu owaniach rachunku prawdopodobie stwa. Otó , np. w roku 1923 (10 lat przed 
Ko mogorowem) w Fundamenta Mathematica Vol. 4 podobne systemy aksjomatów 
wprowadzili: omnicki (1923, s. 34–71, artyku  „Nouveaux fondements du calcul des 
probabilities”) oraz Steinhaus (1923, s. 286–310, artyku : „Les probabilites denomb-
rables et leur rapport à la théorie de la mesure”), a od strony logicznej ukasiewicz 
(1913), oraz Mazurkiewicz (1932) w Zur Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
Comptes Rendus Société des Sciences Warszawa, III, 25, s. 1–4. W obu pierwszych 
wymienionych artyku ach z du  staranno ci  autorzy pisz  o ontycznym rodowodzie 
losowo ci i wskazuj , e teorio-miarowe i mnogo ciowe podstawy swych systemów 
zaczerpn li z wcze niejszych sugestii Borela (1905, 1909), Lämmela (1904), Czubera, 
a w szczególno ci Sierpi skiego (1919), Broggi (1907), Banacha (1923), Jordana 
(1883), a tak e Bernsteina (1912), Burstina, Bohlmanna (1900).

Dla wi kszo ci ww. autorów prawdopodobie stwo by o miar  zbioru elementów, 
których losowo  by a zak adana a priori jako s d pozamatematyczny. 

Przypisanie przeto tylko Ko mogorowi pierwsze stwa w u yciu j zyka teorii 
miary jest nie tylko zwyczajnym przeoczeniem. Zas ug  Ko mogorowa jest jednak 
np. uproszczenie argumentacji Von Misesa, lansuj cej cz sto ciowe uj cie losowo-
ci i prawdopodobie stwa, w którym to uj ciu, kluczow  rol  odgrywa losowo  

wyboru „kolektywu” wyników pomiaru oraz niezbyt krótkiego „podkolektywu”. 
Wyboru tego nale y dokona  wg z o onego, cho  realizowalnego algorytmu wyboru, 
a zaliczenie elementu do owych zbiorów powinno nie bra  pod uwag  elementu 
zaliczanego.

Ko mogorow proponuje liczy  z o ono  algorytmu A wyboru za pomoc  miary K:

 , gdzie ,  (3)
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gdzie nH(p)  =  n  ·  [–  plg (p)  –  (1  –  p) lg (1  –  p)] za  p to prawdopodobie stwo uzyska-
nia m jedynek, których empiryczna cz sto  wynosi m/n , za  n to d ugo  ci gu zer 
i jedynek, tj. xn  =  (x1, …, xn).

Martin-Löf wykaza , e 
TML1: Je li f (n) to funkcja algorytmu obliczeniowego taka, e , to 
dla dowolnego dwuwarto ciowego (np. 0-1) ci gu x   =  (x1, …, xn, …) istnieje niesko -
czenie wiele takich warto ci n, e

 . (4)

Owe dwuwarto ciowe ci gi Martina-Löfa wyników z niezale nych do wiad-
cze  maj  w asno ci efektywnie sprawdzalne w ramach hipotezy losowo ci, e 

.
Uj cie losowo ci Ko mogorowa, Martin-Löfa oparte na idei pomiaru z o ono ci 

algorytmu konstruowania losowego ci gu by o rozszerzane, np. przez Chaitina (1966), 
Lovelanda (1966), Schnorra (1969), Trahtenbrota (1967), Barzdina (1964), Zwonkina 
i Levina (1970), cho  inspiracj  pierwotn  wymienionych uj  stanowi artyku  Chur-
cha (1940).

Koncepcja, e istnieje oszacowanie z do u warto ci KA (xn), która pozwala 
stwierdzi , e ci g liczb jest losowy jest umow , e istnieje cho  jeden obserwa-
tor ci gu, który ma k opot z rozpoznaniem (rekonstrukcj ) algorytmu oryginalnego 
generuj cego ów ci g i e wypróbowuje on przynajmniej jeden (swój lub czyj ) 
algorytm A, który generuje ci g liczb i porównuje ów „swój ci g” z „ci giem orygi-
nalnym”, którego algorytmu A0 tworzenia tego ci gu nie zna. Z sytuacj  tak  mamy 
do czynienia w praktyce, gdy porównujemy w asno ci danego ci gu liczb pomiaro-
wych z ci gami uzyskanymi wg generatorów liczb pseudo-losowych, w których za 
momenty rozk adów bierzemy oszacowania momentów otrzymanych na podstawie 
owego ci gu pomiarowego. Z o ono  KA (xn, p) wówczas jest a priori znana i ró na 
dla ró nych generatorów. Przypu my, e zastosowali my dwa generatory-algorytmy:  
AG i AS rozk adów Gamma i Studenta o znanych dystrybuantach FG (x), FS (x) i g sto-
ciach fG (x), fS (x). Okoliczno ciom tym towarzysz  miary obliczeniowej z o ono ci 

KG (x, FG (x)), KS (x, FS (x)). Ale dla próby losowej X  =  (X1, …, Xn) i znanej pomiarowo 
jej realizacji x(n)  =  (x1, …, xn) z próbkow  redni  x i wariancj  , oraz generatorami 
wg  i  mo emy wygenerowa  np. 10000 realizacji (przebiegów 
symulacyjnych daj cych 10000 realizacji wg  oraz 10000 wg ).

Wówczas mo emy policzy  rednie i wariancje po 10000 przebiegach (czyli po 
10000 realizacji próbek, których rozk ady (algorytmy) znamy), tj. warto ci

 oraz ,

a tak e ró nice mi dzy nimi a odpowiadaj cymi im ,  z oryginalnej próby o roz-
k adzie F (x) i g sto ci f (x), których postaci z za o enia nie znamy. Oznaczaj c 
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    (5)

i przyjmuj c okre lenia

   (6)

powiemy, e losowa próba X z realizacj  x jest G, S, G, S, KG (·), KS (·) – losowa 
je li   oraz , gdzie , , ozna-
czaj  rednie po x, warto ci dystrybuant z procesu symulacji po 10000 przebiegach 
symulacyjnych. Pozostaje otwart  kwesti  w jakim stopniu powy sza autorska propo-
zycja sprawdzi si  w analizach teoretycznych i praktycznych. W propozycji tej wybór 
ma ych dodatnich progowych warto ci G, …, S powinien uwzgl dni  np. poziomy 
istotno ci testów 0,01 lub 0,05. Je li przyjmiemy ma e warto ci tych progów ró nic 
oraz wyst pi  w obliczeniach symulacyjnych jeszcze mniejsze ró nice , 
które b d  towarzyszy  du ym ró nicom , , wów-
czas b dziemy mówi  o szczególnej losowo ci przejawiaj cej si  w niestabilno ci 
u ytych propozycji generatorów wzgl dem generatora typu gaussowskiego najcz ciej 
wyst puj cego w rednich stanach zjawisk masowych.

Probabilistyczne rozumienie losowo ci jest przeto bliskie rozumieniu istoty loso-
wej chaotyczno ci i dalekie od tre ci poj cia chaotyczno ci deterministycznej. Znaj c 
miar  z o ono ci s owa binarnego (dowolnego ci gu 0-1) i rozwa aj c niesko czone 
ich wersje mówi si , e ci g X  jest losowy, je li KA (xn) albo entropia rosn  wraz 
z n mo liwie szybko. Chaotyczno  stochastyczna odpowiada losowo ci wg rozk adu 
Bernoulliego dla ci gów, których d ugo  opisu czynno ci i liczba czynno ci obli-
czeniowych rosn  odpowiednio szybko. Zatem mo na mówi  o losowo ci na miar  
prostego rozk adu Bernoulliego jako losowej chaotyczno ci. Inne wersje ustanawiaj  
chaotyczno  wg miary z o ono ci liczonej np. liczb  operacji obliczeniowych odno-
szonych do d ugo ci ci gu (por. prace Schnorra, Levina).

Tak jak  zycy stosuj c j zyk probabilistyki przekonali wielu do u yteczno ci 
poj  entropii, stochastycznego chaosu, ergodyczno ci procesów wyników pomiarów, 
tak i matematycy analizuj cy w asno ci deterministycznych systemów równa  ró ni-
cowych, ró niczkowych i ca kowo-ró niczkowych znale li zwolenników u yteczno ci 
poj  deterministycznego chaosu. Pierwsze uwagi na ten temat podaj  Hadamard 
(1898) i wcze niej Poincare (1892), Saint-Venant, Boussinesq, Maxwell. Tematyka 
chaosu deterministycznego (CD) sta a si  modna w latach 80-tych XX w. po rozpro-
pagowaniu artyku ów Lorenza (1963) oraz Ruelle, Takensa (1971) oraz Yorke’a, Li 
(1975).

Istnieje kilka de  nicji formalnych CD. Poprzedzimy je okre leniami intuicyjnymi, 
b d  nawi zuj cymi do bardziej formalnych z prac Wigginsa (2003), Lorenza (1997), 
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S kalskiego (2007), Awrejcewicza (1996), Verhulsta (2000), Smale’a (1967), Ruelle 
(1980), Takensa (1981), Otta (1997), Dorfmana (2001), Medio, Linesa (2001), Daya 
(1994), Chicone (2000), Tu (1994), Crannelli (1998), Li, Yorke’a (1975), Devaneya 
(1989), Mac Eacherna, Berlinera (1993), Vellekopa, Berglunda (1994), Rasbanda 
(1990), Ruelle, Takensa (1971), czy te  prace bardziej aplikacyjne Mosdorfa (1997), 
Bakera, Golluba (1998), Schustera (1995), Zawadzkiego (2012), Szempli skiej-Stup-
nickiej (2002), Awrejcewicza (2007).

Podane 60 okre le  stanowi  prób  zebrania w jednym tek cie ró nych znacze  
poj  chaosu i chaotyczno ci. W wielu artyku ach i ksi kach, m.in. cytowanych, 
dotycz cych dyscyplin niematematycznych, które autor przeczyta  nie ma wyra nych 
okre le  poj  chaosu i chaotyczno ci. St d poni sza próba ich rozszyfrowania z ró -
nych kontekstów opisu b d  przyk adów liczbowych b d  zwi z ych omówieni teorii 
nale cych do wybranych dyscyplin wiedzy.

W celu u atwienia recepcji tre ci prezentowanych okre le  proponujemy wyró ni  
nast puj ce grupy de  nicji:
g1) de  nicje metryczno-topologiczne (por. DCD.58-DCD.60),
g2) modelowo-procesualne, wi ce chaos, chaotyczno  z reakcj  modelu UD (czyli 

MUD) na modelowe zaburzenia lub przekszta cenia (por. DCD.16-DCD.18, DCD.
20-DCD.25, DCD.31, DCD.34-DCD.39, DCD.42-DCD.56),

g3) de  nicje systemowo-procesualne, wi ce chaos, chaotyczno  z reakcj  analizo-
wanego rzeczywistego dynamicznego systemu (UD) na zaburzenia zewn trzne, 
wewn trzne b d  oba (por. DCD.1-DCD.11, DCD.14-DCD.15, DCD.19-DCD.20, 
DCD.25-DCD.30, DCD.32-DCD.33, DCD.40-DCD.41),

g4) de  nicje systemowe ze stochastyk  zachowa  UD lub MUD (por. DCD.
47-DCD.48, DCD.51, DCD.57),

g5) de  nicje numeryczno-funkcjonalne (por. DCD.12-DCD.13).

Zestaw okre le  rozpoczynamy od najbardziej opisowego i intuicyjnego okre lenia 
DCD.1.

DCD.1: Chaos deterministyczny (CD), to zjawisko albo gra  czny obraz tego 
zjawiska, którego mechanika powstawania jest znana, cho  cechuj  si  one widocz-
nym dla obserwatora nie adem, dysharmoni , nieuporz dkowaniem, nieregularno ci , 
tohu-bohu wokó  rednich oddzia ywa  przyczyn wewn trznych i zewn trznych zja-
wiska systemowego. Cecha nieporz dku, dotyczy zarówno czasu powstawania stanów 
zjawiska, miejsca ich powstawania a tak e stopnia wra liwo ci uk adu dynamicznego 
z CD na bardzo ma e zmiany po o enia punktów przestrzeni fazowej PF dla UD-CD.

DCD.2: Chaos deterministyczny (CD) uk adu dynamicznego (UD) to mikrosko-
powy czasowo-przestrzenny proces ruchu elementów UD, b d  makroskopowy proces 
czasowo-przestrzenny ruchu ca ego UD pozostaj cego pod wp ywem oddzia ywania 
innych uk adów UD1,  UD2,…,UDm, które to procesy ruchów cechuj  si  nieregu-
larno ci , nieporz dkiem, nietypowo ci , przypadkowo ci  co do czasu, miejsca, 
kszta tu ruchu oraz wra liwo ci na si  oddzia ywa .
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DCD.3: CD modelu UD czyli CD-MUD to gra  czny obraz aperiodyczno ci, 
asynchroniczno ci, popl tania cz sto bardzo dziwnego przebiegu orbit (trajektorii) 
pocz tkowych punktów „ruchu” w PF-MUD (przestrzeni fazowej MUD), b d  orbit 
ruchu punktów rozpoczynaj cych ruch z niezmienniczych zbiorów PF (NZPF).

DCD.4: CD-UD to proces ruchu UD nieliniowego autonomicznego z egzogeniczn  
harmoniczn  si  wymuszaj c  zmian  ruchu i aperiodycznymi orbitami z dziwnym 
atraktorem tworzonym przez funkcj  generuj c  niesko czon  liczb  punktów, która 
to funkcja kawa kami nie jest ró niczkowalna oraz z orbitami ruchu oddzielaj cymi 
si  od siebie wyk adniczo.

DCD.5: CD-UD to rodzaj ruchu UD, który z uwagi na nieznajomo  lub niepre-
cyzyjno  pomiarów stanów UD w czasie t0 jest nieprzewidywalny, dziwny, które 
to cechy wynikaj  z istnienia nieliniowych ci g ych lub dyskretnych sprz e  lub 
interakcji elementów UD.

DCD.6: CD-UD to zjawisko geometryczne, powstawania struktury geometrycz-
nej (czyli dziwnego atraktora) spowodowane przez kolejne bifurkacje (podwojenia) 
okresu nowo powtarzaj cych si , niestabilnych cho  okresowych, orbit punktów 
pocz tkowych ich „ruchu”.

DCD.7: CD-orbit UD, wg Leonowa, to cecha wzajemnie „odbijaj cych, odpycha-
j cych si ” – niestabilnych w sensie ukowskiego – orbit „ruchu” punktów.

DCD.8: CD-UD to proces powstawania i okresowego trwania nieuporz dkowa-
nych, nieregularnych ci g ych lub dyskretnych stanów procesu ruchu UD.

DCD.9: CD-UD to taki proces tworzenia geometrycznie nieregularnych struktur 
orbit, e je li X0    A, A-atraktor, to wska nik Lapunowa  (orb(x0    A))  >  0.

DCD.10: CD-UD to cecha trójwymiarowego UD (np. oscylatora nieautonomicz-
nego z zewn trznym wymuszeniem), którego orbity ruchu mog  stale „b dzi ” 
w ograniczonym podobszarze z R3 pomi dzy niestabilnymi punktami równowagi 
i innymi okresowymi orbitami niestabilnymi.

DCD.11: CD-UD to nieprzewidywalne zachowanie niestabilnych orbit wokó  np. 
punktu siod owego ruchu UD z ci g o ci  widma cz sto ci pomiarów.

DCD12: CD-UD to w asno ci realizacji procesu obliczeniowego wg przesuni  
Bernoulliego (np. dziesi tnych rozwini  liczb niewymiernych) czy te  innych proce-
sów interakcyjnych, np. logistycznego postaci f (x, )  =   · x (1  –  x) w blisko ci     3,7, 
czy te  iterowania odwzorowa  okr gu w okr g przekszta ce  Hénona, van der Pola.

DCD.13: CD dla modelu MUD=(X, M) uk adu dynamicznego to rodzaj niepo-
rz dku zbioru X przestrzeni fazowej PF okre lonej przez model M generuj cy taki 
zbiór chaotyczny X ch, e spe nione s  prawa tranzytywno ci, g sto ci zbioru punktów 
okresowych i nieokresowych oraz wra liwo ci kierunku ruchu od punktów pocz tko-
wych orbit nale cych do niezmienniczych zbiorów PF.

DCD.14: CD-UD to systemy (lub ich modele), dla których pomiary cech (lub 
rozwi za  modeli) nie uk adaj  si  tylko w orbity nieokresowe, których istnienie 
sprawdzi  mo na stosuj c, np. wska niki Lapunowa, Ko mogorowa, czasowe rednie 
asymptotycznych orbit, czy widma cz stotliwo ci.
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DCD.15: CD-UD to cechy niestabilno ci orbit ruchu UD, cechy dziwnych atrak-
torów, cechy zjawisk biologicznych,  zyko-chemicznych, astro  zycznych, czy tak e 
cechy szeregów czasowych pomiarów albo realizacji modeli UD.

DCD.16: CD-MUD to proces obliczeniowy dochodzenia do z o onej geometrii 
podkowy Smale’a poprzez operacje rozci gania, ci gania, ci , których efektem s  
g ste zbiory orbit okresowych i nieokresowych.

DCD.17: CD-MUD to cecha wra liwej zale no ci punktów (y, y·) na domkni tym 
niezmienniczym zbiorze orbit.

DCD.18: CD-MUD to cecha przej ciowa od orbit homoklinicznych do hiperbo-
licznych orbit okresowych.

DCD.19: CD-UD to cecha MA-DU potoku przep ywu pola wektorowego si .
DCD.20: CD-UD to cecha nieliniowego, erratycznego ruchu UD, lub „ruchu” 

punktów geometrycznego obrazu MUD, np. MUD-Y. Uedy, E. N. Lorenza, H. Poin-
carego, P. Fatou, J. Hadamarda, G. Julia, B. Mandelbrota, W. Sierpi skiego).

DCD.21: CD-UD to nieregularne, nieharmoniczne, jakby losowe zachowanie ruchu 
nieliniowych UD, orbit MUD objawiaj ce si  w – obserwowanych przez obserwatora 
z niepe n  wiedz  o nieliniowych UD, MUD – cechach ilo ciowo-jako ciowych albo 
w cechach, które s  nieoczekiwane dla obserwatora, badacza-prognoz stanów UD, 
MUD mimo ich do wiadcze  b d  znajomo ci abstrakcyjnej formy modelu MUD.

DCD.22: CD-UD, CD-MUD to jednoczesna obecno  cykli okresowych rz du k 
oraz cykli aperiodycznych orbit ruchu UD, MUD.

DCD.23: CD-MUD to w asno ci ci g ej funkcji, której dwie ró ne aperiodyczne 
orbity mimo swej blisko ci musz  si  „rozbiec”, tj. np. po okresie 3 jak pokazali 
Li-Yorke.

DCD.24: CD-MUD  w asno  dyskretnych lub ci g ych jednowymiarowych 
MUD jednoczesnego istnienia wielu periodycznych i aperiodycznych orbit „skacz -
cych”, nieregularnych kszta tów w przestrzeni czasowej, PF zmiennych stanów o ile 
skoki czasów s  odpowiednio du e.

DCD.25: CD-UD  niepowtarzalna, nieregularna, nieprzewidywalna, nielosowa 
ewolucja (ruch) warto ci cech pomiarowych nieliniowych UD, MUD (jednego lub 
wielu) jak  obserwuje si  w mechanicznych oscylatorach w rodzaju: wahade , wirni-
ków, wn k laserów, pieców konwekcyjnych lub ich matematycznych modeli.

DCD.26: CD-UD  zjawisko likwidacji separatrys (krzywych uko nych oddzie-
laj cych dwa baseny atrakcji gdy te baseny si  przenikaj ) oraz niestabilno ci rozma-
ito ci punktu siod owego.

DCD.27: CD-UD  zjawisko nieodwracalno ci ewolucji procesu, np. opisywa-
nego przez równania logistyczne albo rzeczywiste zjawiska trz sie  ziemi, wirów 
p ynów, konwekcji energii, laserowych promieni, mieszalno ci p ynów, patologii 
pracy organów.

DCD.28: CD-UD  nieregularna struktura ko ców nie ynki kryszta u, nie-
stabilne lizgi p yt Ziemi uwalniaj ce energi  spr ysto ci, defektowa turbulencja 
Ginzburga-Landaua.
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DCD.29: CD-UD  obserwowalne, mierzalne, nieregularne, bez adne wyniki 
zachodz cych procesów przyrody – b d  s abo skorelowane w czasie i/lub prze-
strzeni wyniki pomiarów cech UD ujmowanych deterministycznie ze zmienn  
w czasie  stabilno ci  i niestabilno ci  UD z nieprzewidywaln  (z tytu u niewiedzy 
o „wewn trznych” zwi zkach elementów UD lub jego modelu), d ugookresow  ewo-
lucj  zachowa  UD.

DCD.30: CD-UD  sekwencja z o e  operacji si  rozci gania, nacisku, skurcza-
nia, sk adania cz ci UD lub ca ego UD prowadz ce do dziwnych zmian struktury 
UD lub ruchu UD.

DCD.31: CD-MUD  ci g z o e  operacji rozci gania (rodz cej chaotycz-
no  ewolucji orbit) oraz operacji sk adania (rodz cej mo liwo ci wyst pienia 
chaosu).

DCD.32: CD-UD  zjawisko (opisywane w analizach z mechaniki statystycznej) 
nieprzewidywalnych zachowa  UD wynikaj cych z faktu mieszalno ci (np. p ynów) 
oraz istnienia du ej liczby rozpraszaj cych sztywnych cia  na drodze ruchu cz stek 
p ynu.

DCD.33: CD-UD  geometryczny obraz dziwnego atraktora, repelera, siode , 
fraktali, „j zyków” Arnolda, katastrofalnych bifurkacji.

DCD.34: CD-UD, MUD  wyk adnicza rozbie no  orbit jako efekt rezonansów 
zwi kszaj cych wra liwo  przebiegu orbit startuj cych z punktu  lub 
jego ma ych otocze .

DCD.35: CD-UD, MUD  objaw z o onych splotów wi zek orbit w PF w for-
mie jakby losowego procesu wyników pomiaru cech ilo ciowych, np. objaw spiral-
no ci.

DCD.36: CD-Im(UD, MUD)  geometryczny obraz dysharmonii widocznej 
w stacjonarnym spektrum mocy (prawy róg wykresu mocy), któremu to wykre-
sowi w rzeczywistych UD towarzyszy sztywno  wewn trznej struktury powi za  
UD.

DCD.37: CD-Im (MUD)  teoretyczna mieszanka dziwnych niestacjonarnych 
d ugookresowych przebiegów orb (X ps) [w modelowych PF dyssypatywnych rzeczy-
wistych UD postrzeganych zmys em wzroku wspomaganym czujnikami] w formie 
zaznaczanych obszarów przechwytu orbit, które to obszary atwo rozopoznaje si  
dzi ki do wiadczeniu w odczytach pomiarów lub wykresów.

DCD.38: CD MUD  dziwna z o ona struktura zbioru orbit towarzysz cych 
sta ym stanom UD, MUD, b d ca efektem operacji prostego rozci gania, sk adania, 
tj. ergodycznego mieszania dynamicznych stanów obserwowanego lub analizowanego 
procesu pomiarów lub wyników symulacji.

DCD.39: CD-UD nieliniowego lub MUD – nieliniowego  zbiór nieregularnie 
zmieniaj cych si  wielko ci  cechuj cych stany UD, którego ewolucj  
opisuje model MUD ruchu UD z orbitami nie tworz cymi w PF adnego pojedyn-
czego i regularnego geometrycznego obiektu jak np. okr gu, ko a, torusa, sze cianu) 
lecz tworz cymi zbiory o kszta tach fraktalnych silnie zale nych od .
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DCD.40: CD-UD  nieprzewidywalne zjawisko szczególnych ewolucji orbit 
ruchu cia  lub ich cz stek albo cecha dziwnych przebiegów modelowych orbit

 zwi zanych z badanym UD.
DCD.41: CD-UD  zbiór warto ci wychyle  nieregularnych wzgl dem rzeczy-

wistych stanów równowagi albo zbiór nieregularnych warto ci wychyle  wzgl dem 
modelowych rozwi za  teoretycznych stanów równowagi.

DCD.42: CD-MUD  trwa y lub przej ciowy obraz ewolucji orbit punktów 
niezmienniczych zbiorów PF spowodowany globalnymi lub lokalnymi bifurkacjami 
orbit.

DCD.43: CD-MUD  w asno  modelu matematycznego Duf  nga generuj cego 
obraz chaotycznego ruchu dla ustalonych punktów pocz tkowych i teoretyczny chaos 
generowany przy krytycznych warto ciach parametrów MUD.

DCD.44: CD-MUD  w asno  modelu matematycznego spe niaj cego kryte-
rium Mielnikowa o globalnych bifurkacjach homoklinicznego siod a centralnego.

DCD.45: CD-MUD, UD  w asno  bez adu ewolucji orbit modelu, UD spowo-
dowana istnieniem po cze  elementów MUD lub UD.

DCD.46: CD-MUD  cecha dziwno ci geometrycznego obrazu skutków stoso-
wania odwzorowa  przesuni  Bernoulliego, logistycznego, namiotowego, podwoje  
okresu, podkowy Smale’a.

DCD.47: CD-MUD  nieokresowe, niezbie ne do cyklu dowolnego okresu, nie-
stabilne, wzgl dem ma ych odchyle  od punktów xo, o, zachowanie rozwi za  mo -
delu, tj. ergodyczne lub prawie ergodyczne zachowanie .

DCD.48: CD-UD, MUD  to cecha mocnego chaosu UD, MUD – mocnej ergo-
dyczno ci (gdy nieokresowe orbity wyst pi  z dodatnim prawdopodobie stwem dla 
losowo wybranych punktów pocz tkowych orbit albo s abego (cienkiego) chaosu gdy 
istniej  asymptotyczne zbie ne cykle.

DCD.49: CD-MUD  cecha numerycznych rozwi za  zwyk ych równa  ró nicz-
kowych (ZRR) polegaj ca na rosn cym spl taniu ca ek ruchu (rozwi za ) gdy skala 
spl tania jest wi ksza od skali rozdzielczo ci wyników obserwacji.

DCD.50: CD-MUD  cecha rozwi za  MUD gdy okres cz sto ci fal w w z ach 
szybko maleje i jest porównywalny z okresami próbkowania.

DCD.S51: CD-SUD  cecha nieprzewidywalnego zachowania chaotycznych sto-
chastycznych UD po rednia mi dzy zachowaniem UD odpowiadaj cym MUD-ZRR 
ca kowych, a MUD-SZRR dla stochastycznych ZRR.

DCD.52: CD-UD, MUD  cecha UD, MUD ograniczaj ca dok adno  prognoz 
orbit, prognoz cech UD, MUD, w asno ci numerycznych rozwi za  ZRR, CRR 
(cz stkowych RR).

DCD-53: cecha MUD-ZRR, e istniej  takie obszary warto ci parametrów, które 
generuj  dziwne orbity lub ich zbiory.

DCD.54: CD-MUD  efekt procesu reakcji MUD na przekszta cenia: translacji, 
skalowania, translacji i skalowania, pot gowania, logarytmowania, zwi zania, rozci -
gania, sk adania, ortogonalizacji, skr tów krzywizn.
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DCD.55: CD-MUD  to taki Im(MUD), który ma nieregularny, niemonoto-
niczny, z o ony, nieokresowy kszta t z rozbiegaj cymi si  orbitami, bez centrów, 
cykli granicznych z erratycznymi obrazami szeregów czasowych X (t) dla  (t) i X (t) 
zachowuj cymi si  jak losowe szeregi czasowe.

DCD.56: CD-MUD  to zbiór(y) odskakuj cych od siebie orbit modelowych 
z nieprzeliczalnymi podzbiorami orbit bez punktów okresowych.

DCD.57: CD-UD  ród o dynamicznej jakby losowo ci zachowa  UD wywo-
ane zarówno nieliniowymi sprz eniami ci g ymi i przerywanymi elementów UD 

jak i losowym oddzia ywaniem otoczenia UD, a szczególnie losowym roz o eniem 
centrów (sztywnych cia ) rozpraszania ruchu elementów UD.

Podane okre lenia nie wyczerpuj  listy mo liwych okre le  chaosu determini-
stycznego. Stanowi  nasz  syntez  lub drobne mody  kacje jawnych lub niejawnych 
pogl dów nt. chaosu. Ka demu temu okre leniu atwo przypisa  tre  poj cia cha-
otyczno ci zwi zanej z dan  form  deterministycznego chaosu.

Z uwagi na obj to  pracy cz  po wi con  formalnym de  nicjom CD odpo-
wiednio skrócimy do trzech de  nicji:

DCD.58 (Devaney): CD-MUD-f  taki zbiór orbit funkcji f: D  D, D    Rn, 
orb(x)    f n(x)  =  f (f (… f (x) …)), e f jest chaotyczna je li: 1) f jest tranzytywna, tj.  
niepustego, otwartego U, V    D  k  >  0 z f k (U)    V    Ø; 2) zbiór punktów okreso-
wych funkcji f jest w D g sty oraz 3) f ma cech  wra liwej zale no ci od warunków 
pocz tkowych, tj.    >  0,   =   (D,  f), e U      ui, uj    U, dla których iterandy 
f k (ui), f k (uj), spe niaj  warunek f k (ui)  –  f k (uj) .

DCD.59 (Banks i in.): CD-MUD-f jest chaotyczna je li zachodz  tylko warunki 
(1) i (2) z Def. Devanaya.

DCD.60 (Vellekoop, Berklund): CD-MUD-f jest chaotyczna, je li zachodzi tylko 
warunek (1) z Def. Devanaya.

Podane de  nicje wiadcz  o du ej ró norodno ci sposobów rozumienia poj  cha-
osu i chaotyczno ci jako cechy procesów ontycznych lub wirtualnych. Panuje moda, 
zreszt  zrozumia a na gruncie stale rozpowszechnianych medialnie pr dów ideolo-
gii dekonstrukcji historycznych znacze  poj , terminów i s ów j zyka potocznego 
– lansowania starych s ów w nowych znaczeniach. Tworzy to sytuacje, w których 
m od  generacj  naukowców nie dziwi  takie zwroty jak: porz dek w chaosie, chaos 
w porz dku, chaotyczno  znacze  s ów.

4. ZAKO CZENIE

Artyku  stanowi prób  wskazana czytelnikowi historycznego rozwoju sposobów 
rozumienia niezwykle dzi  popularnych poj  losowo ci, chaosu i chaotyczno ci. 

Z dokonanego przegl du uj  znacze  tych terminów wida , i  oba poj cia s  
bardzo pojemne tre ciowo. Stanowi  one szyldy-znaki informuj ce nas i ostrzega-
j ce o ca kowitym lub cz ciowym braku wiedzy o rzeczach poddawanych opisowi 
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i analizie. Je li trwaj cy post p w produkcji nowych urz dze  pomiarowych, tele-
komunikacji i mocy obliczeniowych utrzymaj  si , wówczas mo na przypu ci , e 
tradycyjne rozumienie stochastyki i chaosu tak e ulegnie zmianie i pojawi  si  nowe 
poj cia opisu i analizy.
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LOSOWO  A CHAOTYCZNO

S t r e s z c z e n i e

Celem artyku u jest przegl dowe omówienie ontologicznych i metodologicznych podstaw poj  
losowo ci i chaotyczno ci, a tak e ich form i stopni. Artyku  stanowi prób  syntezy ró nych uj  tej 
tematyki, które to uj cia by y przedmiotem licznych artyku ów, ksi ek z dziedziny, m.in.  lozo  i, 
matematyki, zastosowa  matematyki, statystyki i ekonometrii.

S owa kluczowe: losowo , chaotyczno , kryteria losowo ci, kryteria chaotyczno ci, chaos

RANDOMNESS AND CHAOSITY

A b s t r a c t

The paper is aimed at presenting ontological and methodological grounds of randomness and cha-
osity concepts, as well as, considering their forms and degrees. There were made some efforts to make 
a synthesis of different approaches to the analysis of these concepts.

Keywords: randomness, chaos, chaosity, chaosity criteria, randomness criteria




