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LOSOWOSC A CHAOTYCZNOSC

1. WSTEP

Pojecia ,,losowo0s¢”, ,,chaotyczno$é” sa dzis w powszechnym uzyciu w nauce,
sztuce, polityce, zarzadzaniu r6znego rodzaju organizacjami, a takze w codziennych
ludzkich dziataniach i rozmowach. Zasadnicza tres¢ tych poje¢ wytoni sie dzieki
odpowiedzi na nastepujace pytania:

pyt. 1. Losowos¢ dla kogo?

pyt. 2. Losowos¢, chaotycznosé czego?

pyt. 3. W czym przejawia si¢ losowos¢, chaotycznos¢ tego czegos?

pyt. 4. Jakie sa formy losowosci i chaotycznosci?

Zanim sprébujemy odpowiedzie¢ na niektére z tych pytan, warto przyjaé naste-
pujace og6lne okreslenia:

(01) losowos¢ i chaotycznosé to ustalone — przez obserwatoréw, badaczy — cechy
przedmiotéw;

(02) rozpatrywane i obserwowane przez badaczy i obserwatoréw przedmioty tj, m.in.
takie obiekty jak: fakty; zdarzenia; zjawiska realnego swiata; abstrakcyjne — teo-
retyczne uogolnienia realnych zjawisk w formie hipotetycznych praw empirycz-
nych, teorii; sady o: przesztosci, przysztosci, zdarzeniach, zjawiskach kultury,
gospodarki, polityki, kosmologii.

Pojecia losowosci, chaotycznosci, chaosu sa dzis w powszechnym uzyciu prak-
tycznie we wszystkich dziedzinach nauk teoretycznych i stosowanych. W szczeg6lno-
sci zadne wspotczesne badanie ekonometryczne czy statystyczne nie moze sie obej$é
bez analizy losowosci czy chaotycznosci zjawisk. Przyktady takich analiz podaja,
m.in. Zielinski (1989, 1992), Osiewalski (2001), Piasecki (2007), Orzeszko (2004,
2005), Lachowicz (1999), Banasiak, Lachowicz (2002), Zawadzki (1996, 2006, 2012),
Perzanowski (1997), Ostasiewicz, Ronka-Chmielowiec (1994).

Historia filozofii, nauk szczeg6towych, zawiera szereg przyktaddéw ciggtych
zmian tresci poje¢ losowosci i chaotycznosci oraz intensywnosci ich uzycia w nauce
i codziennym zyciu. O niektorych z tych zmian i aplikacji wspominamy okazjonal-
nie nizej oraz w Milo (2013). Szerokie ich omdéwienie w odniesieniu do losowosci
mozna znalez¢, np. w Milo (2012). W 82 sprébujemy zwiezle odpowiedzie¢ na pyt. 1
i pyt. 2, zas w 83 na pyt. 3 i pyt. 4.
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2. ONTOLOGICZNE | METODOLOGICZNE PODSTAWY
,LOSOWOSCI | CHAOTYCZNOSCI”

Pojecia ,l0s”, ,,losowy”, ,,losowos¢” do jezyka polskiego trafity z jezyka niemiec-
kiego, w ktérym ,,Los” znaczy, m.in. przeznaczenie, traf, los na loterii, przypadek.
W jezyku greckim los to toyn, uowoo (tychi, mojra) czyli przypadek, powodzenie,
pomysinos¢, fortuna, sprzyjajace okolicznosci. W jezyku facinskim (i pozniej, m.in.
francuskim) alea to traf i to slepy, przypadek, ryzykowne przedsigwzigcie, hazard, gra
hazardowa (w kosci np.), tez przypadtos¢ nazywana accidens (akcydens po polsku)
lub symbebekés (ouupepnxdc po grecku). Akcydens to nieistotna cecha, wiasciwosc,
wiasnos¢, czyli przypadek, ale tez nieistotny i niekonieczny element tkwigcy w czyms
bardziej ztozonym.

Przyjmujac definicje (01) z 81 przez losowos¢ bedziemy rozumie¢ nastepujace
cechy przedmiotéw wymienione w definicji (02):
cl) przedmioty te sg obserwowalne i/lub analizowalne przez co najmniej 2 nieza-

leznych obserwatoréw i/lub analitykéw, tj. obserwowalne i/lub analizowalne sg

co najmniej 2 rozroznialne przez nich cechy: cecha istnienia substancjalnego lub
pojeciowego obiektu oraz nierozerwalnie z nig zwigzana cecha stowarzyszona
przypadkowa, ktdrej zaobserwowanie lub przewidzenie wystapienia — z uwagi
na utomnos¢ procesu obserwacji lub eksperymentu — sg niemozliwe do ustalenia
przed dokonaniem obserwacji. Przyktadami takich cech stowarzyszonych sa:
obserwowany kolor, ksztalt ciata, czas i miejsce wystapienia zdarzenia przyrody
biologicznej czy gospodarczej, wynik rzutu moneta symetrycznie wywazong,
wynik ,,losowego” ciggnienia numerowanych 6 kul z 49 kul;

c2) zarbwno procesy powstawania (istnienia) jak i giniecia (nie-istnienia) obiektow
jak i konkretnie obserwowane wzorce cech stowarzyszonych (koloru, ksztattu,
czasu, miejsca, dziatania, stanu, ilosci, jakosci, stosunku, potozenia) przedmiotow
sa nieprzewidywalnie nieregularne;

c3) cechy z (c1) i (c2) implikujg ignorancje obserwatoréw i analitykéw o prawach

ruchu lub spoczynku rzeczywistych przedmiotéw, brak — w momencie obserwa-
cji lub eksperymentu — odpowiednich instrumentéw pomiaru lub obserwacji sit
i kierunkéw wzajemnego oddziatywania obserwowanych obiektéw albo niezna-
jomos¢ kolejnosci wystepowania w czasie i przestrzeni obserwowanych obiektow
realnych, czy wreszcie nieznajomos¢ regut wnioskowan dla zbioréw sprzecznych
racji i/lub nastepstw, brak wiedzy o regutach przemian fazowych form i struk-
tury obserwowanych rzeczy. Z (c1)-(c3) wida¢, ze losowos¢ i chaotycznosé to
wygodny terminologiczny opis sytuacji obserwacyjno-badawczej dla obserwatora,
badacza zjawisk o nieregularnych przebiegach, a takze dla kazdego cztowieka
intuicyjnie rozumiejacego sens tych stow.

Uwaga 2.1. Najjaskrawszych przyktadéw zrodet losowosci dostarczaja nam
historyczne opisy gier hazardowych w kosci, karty, gier sportowych. Okazuje sig, ze
zawsze istnieli gracze-oszusci, ktorzy stosujac prymitywne ,,chwyty growe” z gory
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znali wyniki gier bo je ,projektowali (programowali) przed gra”. Dla postronnego
obserwatora wyniki tych gier byly jednak losowe, tzn. a priori nieprzewidywalne,
czyli ze dla niego losowe znaczyty wyniki nieprzewidywalne przynoszone przez tzw.
los.

Uwaga 2.2. Dla egzaminatora numery, np. 7 pytan — losowane przez studenta
na egzaminie — sg zwiazane z konkretnymi tresciami, ktore zna, bo sam je uktadat,
wiec nie sg one dla egzaminatora losowe. Dla owego studenta za$, sa one losowe,
jesli ktos wczesniej ich mu nie wyjawit. Podobnie jest z ,,odkrywaniem zdarzen
rynkowych lub zawodowych”. Dla np. dyrektora zarzadu banku X, ustalona przez
niego kontrola oddziatu XX dn. 20.03.2013, w innym miescie jest zdarzeniem pew-
nym, ale dla personelu tego oddziatu (jesli nikt z tego personelu o tym nie wiedziat,
procz dyrektora) kontrola ta jest losowa co do czasu, skali szczegétowosci, ostrosci
— z uwagi na niewiedze o jej nastgpieniu i charakterze. Oznacza to, ze w generowaniu
owej losowosci — dla nieuprzedzonych kontrolowanych — biorg udziat nastepujace
obiekty i przedmioty procesu: dziatajacy decydent, kontroler oraz doznajacy kontroli
podmiot, tj. oddziat XX, czas trwania kontroli, miejsce, ilo§¢ kontrolowanych stanéw
dziatalnosci oddziatu XX.

Uwaga 2.3. Akceptacja losowosci jako cechy ignorancji decydentow, obserwa-
toréw, analitykow co do przysztych lub aktualnych wynikéw dziatan obiektéw przy-
rodniczych, stanéw procesow przyrodniczo-gospodarczo-spotecznych (w tym stanow
réwnowagi) trwa od czaséw antycznych. Jest ona z jednej strony wygodna opisowo-
-analityczna strategia cztowieka w procesie adaptacji wobec zmiennych warunkow
zycia, cho¢ z drugiej strony jest ona oznaka przynajmniej czesciowej nieznajomosci
tych przedmiotow, wzgledem ktdérych zaktada on istnienie losowosci. Zatozenie loso-
wosci procesu, to przyznanie sie do nieznajomosci faktycznych cech i mechanizmu
funkcjonowania tego procesu, czyli eufemizm zastaniajacy niewiedze o tym procesie.

W 11 potowie XX w. niezwykta popularnos¢ zdobyty terminy chaotycznos¢, chaos,
chaotyczny. Przez chaotycznos¢ intuicyjnie rozumiec¢ bgdziemy ceche braku porzadku,
braku trwatych wzorcéw cech w obserwowanych i/lub analizowanych przedmiotach
i ich relacjach. W codziennym zyciu za$ chaos oznacza sytuacje, w ktdrej co$ si¢
wydarza w sposOb niezorganizowany, nieuporzadkowany, bataganiarski albo ciag
takich sytuacji. W kosmologii, metafizyce, ontologii, chaos to stan lub zbi6r stanéw
wszechéwiata zanim nastat jakikolwiek porzadek (o czym pisat juz Hezjod w swej
Teogonii). Pitagorejczycy ujmowali chaos jako przestrzen obrazowang przez beztadne
sploty liczb, zas Platon i Arystoteles, jako pramiejsce powstatego swiata. Dla Anaksy-
mandra chaos jest nieokreslonym pratworzywem $wiata, dla Anaksagorasa przestrze-
nig nieskonczenie podzielnych elementéw, z kolei dla Demokryta nieuporzadkowanym
nieskonczonym zbiorem czasteczek (atomoéw), zas dla stoikdw bezksztattng masa.
Te moznosciowo-materialne ujecia przetrwaty do czaséw nowozytnych by w tych
ostatnich przeksztatci¢ si¢ w moznosciowo-wirtualne, tj. m.in. ujmowanie chaosu jako
transcendentnego prazrodta wszelkich sit w kosmosie (Paracelsus, Béhme, Schelling,
von Baader, Nietzsche).
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Kontynuujac watek ontycznego ujmowania chaosu mozna ten ostatni rozumieé
jako czasowy ciag lub zbidr standw wszechswiata czyli powtarzajace sie zjawisko
wydarzania sig, czy tez powstawania réznych nieregularnych, co do formy i struktury
substancjalnej, rzeczy i relacji miedzy nimi zachodzacymi, w tym ruchu przestrzen-
nego, lub przestrzenno-czasowego. W wieku XIX i p6zniej, zar6wno matematycy
jak i przedstawiciele najpierw fizyki, chemii a nastepnie pozostatych gatezi wiedzy
rozpropagowali pojecie chaosu i chaotycznosci w zwigzku z analizg matematycznych
modeli dynamiki, a w szczeg6lnosci w zwiazku z analiza dynamicznego chaosu jako
»Zjawiska” zachowan si¢ obrazéw szczegdlnych podzbioréw dziedzin funkcji czyli
obrazdéw trajektorii (orbit) wartosci standw badz parametréw matematycznego modelu
systemu badz orbit niezmienniczych stanéw gtéwnych obserwowanych zmiennych
zwiazanych formalnymi rownaniami. Podwaliny matematyczne pod analize dynamiki
potozyt H. Poincare, a dalszy jej rozwdj kontynuowali A. Lapunow, J. Hadamard,
G. D. Birkhoff, A. Kotmogorow, M. J. Feigenbaum, E. Lorenz, B. Mandelbrot,
D. Ruelle, J. Von Neuman, Y. Sinai, N. Krytow, A. Andronow, V. Arnold. Dzis mamy
wiele naukowo wptywowych monografii i podrecznikdw poswieconych matema-
tycznej teorii chaosu. Czgs¢ z nich przettumaczono na j. polski, jak np. podrgczniki
H. G. Schustera, E. Otta, J. Gleicka, H. Peitgena. Pojawity si¢ tez podreczniki polskich
autorow, m.in. T. Sgkowskiego, M. Tempczyka. Przez chaotycznos$¢ rozumie si¢ tam
albo ceche braku wzorcow zachowan orbit rozwigzan pojedynczych rownan lub ukta-
déw réwnan rdzniczkowych, rézniczkowo-catkowych, réznicowych badz wzorcow
orbit utworzonych z wartosci lewych stron tych réwnan przy szczegdlnych, krytycz-
nych dla potwierdzenia chaotycznosci wartosci parametréw wymienionych réwnan.
Jest to przeto chaotycznos¢ teoretyczna, abstrakcyjna, ktéra daje jednak podstawy
do analizy ontycznych, rzeczywistych systemow otaczajacego nas $wiata fizycznego.
Sposéb ujmowania i zatozenia modeli chaosu deterministycznego $wiadczg, iz autorzy
modelowo opisuja nieregularne zjawiska i procesy geometryczno-analityczne, ktérym
w domysle odpowiadaja ich fizyczne badZz chemiczne wzorce z pozycji determinizmu,
a pojecie chaotycznosci jest u nich bliskie pojeciu niestabilnosci typu MA-DU, tj. ze
mate zaburzenia poczatkowe wartosci parametrow modelu powoduja duze zmiany
w przebiegu trajektorii zmiennych endogenicznych modelu. Wprawdzie wiekszosé
autoréw uzywa terminu ,,chaos deterministyczny systemu(éw)”, to z tresci referatow,
artykutow i ksigzek tatwo wskaza¢, iz sens ,,systemu” jest zwykle matematyczno-
-modelowy, cho¢ sposdb uzycia tego pojecia czesto bywa dwuznaczny, tj. mozna
go rozumie¢ jako system bytu rzeczywistego jak i bytu pomyslanego-wirtualnego,
modelowanego matematycznie.

Istnieje tez idea chaosu przypadkowego (losowego). Od strony filozoficznej idee
te propagowali, m.in. H. Bergson, G. Deleuze, F. Nietzsche (z pozycji czesciowego
lub absolutnego determinizmu) zas z pozycji statystyczno-probabilistycznych, m.in.
R. von Mises, A. Kotmogorow, P. Martin-L6f. Z metodologicznego punktu widzenia
przedstawione omowienie pozwala wiec stwierdzi¢, ze:
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losowos$¢ i chaotycznosé¢ dotyczag zaréwno przedmiotow $wiata fizycznego jak
i Swiata poje¢ 0 rzeczywistosci czy tez $wiata wirtualnego wymyslonego, teore-
tycznego;

losowos¢ uchwycona spostrzezeniowo zmystami i zapisana pomiarowo jak
i procesualnie dziejaca sie wokdt obserwatora lub obserwatoréw, przejawia sie
w nieprzewidywalnej, niezrozumiatej dla obserwatora(6w) nieregularnosci i nie-
stabilnosci typu MA-DU przebiegu zmiennosci wartosci obserwowanych cech,
obserwowanych przedmiotow, tj. w ignorancji prawidtowosci zmian cech tych
przedmiotéw i wzajemnych zaleznosci zmian badanego przedmiotu od zmian cech
innych przedmiotéw; przyjmujemy wiec, ze losowosé oznacza kryptograficzna
dla obserwatoréw szyfracje — dokonana przez Nature — cech rzeczy, zdarzen, zja-
wisk, procesow, ktdrg jednak postep badan, pomiardw, analiz powoli deszyfruje,
tj. odstania jej tajemnice;

chaotycznos¢ deterministyczna, podobnie jak losowos¢, przejawia si¢ w nie-
przewidywalnej nieregularnosci wzorcéw zmiennosci cech formy standw rzeczy,
procesOw rzeczywistych otaczajacego nas $wiata, badz nieprzewidywalnych
wzorcach cech procesow teoretyczno-modelowych. Réznica w zakresie tych
poje¢ polega na przyjmowaniu zatozenia, ze dla obserwatora i analityka loso-
wos¢ rzeczy, procesow, wynika z nieokreslonosci i nieznajomosci prawidtowosci
ich zmian (w czasie, przestrzeni) wszystkich istotnych przyczyn tych zmian, zas
przy chaotycznosci, przyjmuje sie, ze znane sa 0g6lne matematyczne wzory tych
prawidtowosci, lecz ze ich numeryczna realizacja — jak na to wskazuja wiasnosci
rozwigzan modeli tych postulowanych prawidtowosci nawet w przypadku bardzo
prostych nieliniowych modeli- rodzi chaotyczne deterministyczne wzorce zacho-
wan teoretycznych orbit ruchu. Beztadnos¢, czy tez brak porzadku formalnego,
to cechy widoczne w przedmiotach, w stanach spoczynku jak i ruchu rozpatry-
wanego w jezyku losowosci jak i chaotycznosci, niezaleznie czy owe przedmioty
sg fizyczne czy abstrakcyjno-ideowe. Przypuszczamy, ze bardziej pojecia te
pojawity sie z bezradnosci w ustalaniu empirycznych praw oraz potrzeb znale-
zienia namiastki ostatecznych metodologicznych rozwigzan niz wiernosci analiz
ontologicznych.

Uwaga 2.4. Dotychczasowa analiza stanowi probe odpowiedzi na pyt. 1, pyt. 2

i pyt. 3. Zatgczone uwagi i refleksje nie wyczerpujg problematyki zwigzanej z odpo-
wiedziami na te pytania.

3. FORMY | STOPNIE LOSOWOSCI | CHAOTYCZNOSCI

Losowos¢ rozumiana jako cecha nieodkrytych tajemnic istnienia i zmian otacza-

jacego nas fizycznie realnego $wiata, jest odzwierciedleniem ignorancji jego badacza.
Przyjecie zatozenia o losowosci zmian lub wzorcéw zmian stanowi zaréwno przyzna-
nie si¢ do niewiedzy o faktycznych przyczynach i trwatych prawidtowosciach tych
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zmian, jak i wygodng zastone ideowg owej ignorancji, a takze wygodng podstawe
rozwijania protagorejskich chwytéw dialektycznych. Przyjmowanie tak rozumianej
formy losowosci o podtozu reistycznym jest szczegolnie zrozumiate dla badaczy
systemow realhego $wiata na poziomie mikroskopowym. | cho¢ jest to utomna préba
obrony wynikéw badan, w ktérych pomiary traktuje sie jako realizacje procesow
losowych to czesto wyniki te pomagaja niezle prognozowa¢ srednie stany analizowa-
nych proceséw ruchu otaczajagcego nas swiata mikropodmiotéw w gospodarce albo
czasteczek atomu przyrody fizycznej. Powyzsze uwagi utatwiajg nam wprowadzenie
nastepujacego podziatu form losowosci:

11) losowo$c¢ reistyczna, teoretyczno-reistyczna, teoretyczna, wirtualna;

12) losowo$¢ makroskopowa, mezoskopowa, mikroskopowa;

I3) losowosé: eksperymentu(éw) na elementach Natury, Mysli, wyboru decyzji o spo-
sobie dziatania, wyboru cech dziatania, wynikow gier (w kosci, karty, szachy,
cztowieka z Naturg itd.) realizacji plandw, projektow, poszczegdlnego cztowieka,
grupy ludzi; wyboru losu na loterii;

14) losowosé: naturalna, wymyslona;

I5) losowos$¢: obserwowalna, nieobserwowalna;

16) losowos$¢: prawie zupetna, ograniczona.

Wyrdznione formy losowosci maja swoje kryteria wyrdznienia. | tak kryteriami
wyréznienia sa:
k1) forma przedmiotu cechujacego si¢ losowoscia (11), tj. forma rzeczy z natury ota-

Czajacego $wiata, idee i pojecia odnoszace sie do owych rzeczy, matematyczne

zdarzenia losowe (w sensie Borela, Kotmogorowa, L.ukasiewicza), czy tez loso-

wos¢ zdarzen opisywanych przez literatow (poetdw, powiesciopisarzy);

k2) forma i skala substancjalno-ideowa obiektow lub ich elementéw sktadowych
(losowos¢ 12);

k3) forma dziatan cztowieka, grup ludzi (losowos¢ 13);

k4) formy powstania, giniecia zmian obiektow w Naturze lub obiektdw wymyslonych
przez cztowieka (por. 14);

k5) formy rzeczy obserwowalne przez obserwatoréw zmystowo, ktérych charakter
zmiennosci jest nieprzewidywalny w czasie i przestrzeni, a takze nieobserwo-
walne zmystowo formy rzeczy, ktdre miaty miejsce w przesztosci, aktualnie lub
w przysztosci ze wzgledu na ograniczenia w zdolnosci obserwacji przez obser-
watoréw z powodoéw czasowych, przestrzennych, braku odpowiednich narzedzi
obserwacji i odpowiednich pomystéw pomiarowych (por. 15);

k6) formy zupetnej lub czg¢sciowej niewiedzy o rzeczach, zdolnosci zaobserwowania
badanej rzeczy (por. 16).

Stopnie losowosci to stopnie niewiedzy o $wiecie obserwowanym, jego mecha-
nizmach. Najtatwiej je ocenia¢ poprzez stopnie bteddéw prognozowania zdarzen
i zjawisk tego Sswiata. Z ontyczno-epistomologicznego punktu widzenia mozna wiec
wyro6zni¢ takie stopnie jak, np. staba, srednia, mocna, zupetna losowos¢.
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Pojecie np. mocnej losowosci moze by¢ zdefiniowane réznie. Popularnosé¢ zdo-
bylo pojecie utworzone na podstawie definicji losowosci Martin-Lofa (1966). Wg
tej definicji ciag zdarzen, liczb jest losowy jesli ma typowo nieodgadniony, nieprze-
widywalny porzadek, np. zobrazowany w formie skonczonego ciagu znakow, (por.
Kotmogorow, Uspenski, 1987):

LML1) 10001/01110|11110[10000,
LML2) 01111]01100]|11011]10001,

albo nieskonczone wersje LML1, LML2 ciagdw zer i jedynek.

Oznaczmy przez Qg zbidr ciggéw postaci LML1, LML?2 itd. oraz przez Qg
zbidr ciggow zer i jedynek o nieskonczonej liczbie elementéw o nieprzewidywalnych
porzadkach (kolejnosciach) wystepowania 0 i 1. Kotmogorow (1963) zaproponowat,
zeby ciag Sy, N >n uzna¢ za (n, €) — losowy wzgledem ustalonej skonczonej rodziny
d = {¢i}§5= , dopuszczalnych algorytmow (regut) wyboru miejsca dla elementu ciagu
jesli istnieje taka liczba p € [0,1], ze wzgledne czestosci 1-ek w podciggach Sy [gene-
rowane przez uzycie algorytmu ¢; do Sy] wszystkie leza w przedziale (p—¢, p + ¢).
Pokazat on tez, ze jesli liczba N, takich algorytmow spetnia N < 2-Lexp(2ne?- (1 - €)),
wowczas dla dowolnego p >0 i N > n istnieje wzgledem @ (n, €) — losowy binarny
ciag Sy.

Ze statystycznego punktu widzenia niestety brak jest odpowiednich testéw for-
mutowanych dla wyrdznienia stopni losowosci. Statystycy proponuja jednak oblicze-
niowo i decyzyjnie stosunkowo proste testy losowosci w ogole. Do znanych testow
losowosci naleza, m.in. test Wilcoxona, testy istnienia Walda-Wolfowitza, Skellama,
Moore’a, Hopkinsa, Pielou, Holgate’a, Eisenharta-Sweda, Morana, Coxa, Bartholo-
mewa, Berksona, Larsena i in., O’Briena, Assuncao.

Ul. Zauwazmy, ze definicja Kotmogorowa okresla nie tylko losowosé, ale i jej
stopnie uzaleznione od ustalonych form analitycznych algorytmu ¢; oraz liczb
n, € > 0. Ponadto wybor formy ¢; ulosowienia nie moze by¢ dowolny lecz gwa-
rantowaé nieregularnosé¢ wyboru miejsca alokacji jedynek i zer, jesli hipoteze
Hg o istnieniu losowosci traktujemy jako hipoteza testowana. Wowczas wybrana
regularna forma H,: ¢; dotyczy hipotezy nietestowanej alternatywnej. Odrzucenie
nietestowanej hipotezy alternatywnej o nie-losowosci ciagu Sy oznacza, ze nie
ma podstaw do odrzucenia Hg o losowosci Sy.

U2. Zarbwno Kotmogorow jak i m.in. Chaitin, Solomonoff, Martin-L6f definiuja
losowos¢ w oparciu o pojecie obliczeniowej ztozonosci algorytméw i programow
komputerowych umozliwiajacych generowanie pseudo-losowych ciggéw. Istnieje
wiele podej$¢ do pomiaru ztozonosci obliczeniowej algorytmoéw, programéw
obliczeniowych stosujacych wybrane algorytmy oraz komputery. R6znorodnosé¢
tych elementéw przemawia za stosowaniem dobrej miary informacji niesionej
przez Sy jako podstawy pomiaru losowosci ciggu. Zatem im wartos¢ tej miary
jest mniejsza tym bardziej ciag Sy jest losowy.
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U3. Bardzo wnikliwe i inspirujace uwagi o losowosci (zwanej przypadkowoscia)
podat Smoluchowski (1916, 1923). Z punktu widzenia testowania najciekaw-
sze sg uwagi, ktére po naszej analityczno-formalnej rekonstrukcji tekstow tego
Autora prowadzg do nastepujacych dwu definicji formalnych:

DSM1: Powiemy, ze zjawisko Y(t), t € T obserwowane w okresie T przez obserwatora
0, z wiedza W, i wybranej przez niego losowej przyczynie X(t) tego zjawiska — jest
losowe, jesli ksztatt funkcji rozktadu prawdopodobienstwa Py (y) nie zalezy od ksztattu
funkcji Py (x) dla przyczyny X, czyli ze nie istnieje funkcja v (y,x) : Py (y) = v (Px(X)).
Do roli Py mozna przyja¢ dowolne funkcje gestosci lub czestosci fy(y), fx(x) lub
dystrybuanty Fy(y), Fx(x).

Zatem DSM1 to propozycja metody falsyfikacji tezy badawczej, ze X jest losowa
przyczyna losowego skutku Y. Gdy X jest zatozonym wektorem przyczyn, wowczas
falsyfikujemy teze, ze brany zestaw przyczyn losowych jest wiasciwy. W sytuaciji,
gdy przyjeto na gruncie tej metody, ze dla np. losowych przyczyn Xi, X, istnieje
w1y, za$ dla losowych przyczyn Xz, X4 nie istnieje w3, wowczas wystapi sytuacja,
w ktorej Y jest losowe ze wzgledu na wa, i czesciowo ze wzgledu na wq.34. Empi-
rycznie warto sprawdzi¢ jakos¢ prognostyczna wq,.34 1 0dpowiadajacy jej predyktor
Y(t) = @ (X1, X, B | X3, Xa).

DSM2: Powiemy, ze alternatywne skutki Y4, Y, sa w przyblizeniu losowymi skutkami
tej samej przyczyny X jesli:

P1(®) _ 222, sgnlAX@©)]* _1 )
P(y2(0) IR sgn[AX(D]~+X2,sgnax(D)]t 2

albo

P(y:(t)) _ Y8 sgnlX(©)+AX(O]F 1 @)

P(y2(1)) I3 sgnlX(D+AX ()]~ +30 sgn[X(O+AX(O1F 2’

gdzie, np. znak ,,—,, 0znacza, ze liczymy tylko przyrosty ujemne.

W sytuacji gdy te samag przyczyne zastapimy wektorem przyczyn testowanych,
wowczas sumy mozna tworzy¢ addytywnie, bez wag réznych od jedynek lub z wagami
réznymi od jedynek wyrazajagcymi nasze dodatkowe przypuszczenia o intensywnosci
oddziatywania poszczegblnych przyczyn. Jest otwartg kwestia zbadanie stopnia uzy-
tecznosci empirycznej propozycji DSM1, DSM2 przy rozwiagzywaniu zadan praktyki
gospodarczej, techniki, medycyny. Nawet po uzyskaniu empirycznie akceptowalnych
wynikow takich badan nalezy jednak pamigtaé, ze cecha losowosci szeregu obserwa-
cji jako braku prawidtowosci albo braku rozpoznanej prawidtowosci albo istnieniu
ukrytej prawidlowosci znaczy rézne rzeczy. | tak przyktady:

LWM1: 135412135412135421135412...;
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LWM2: 141592... (ciagg pierwszych 10* dziesietnych znakéw utamkowej czesci x);

LWM3: ciag liczb catkowitych postaci n(x), x = 1,2000, n(-) € {0,1,...,9} bedacych
wartosciami wielomianu stopnia 98 i ktore to wartosci fi(-) uzyskuje sie w grze
w ruletke w r6znym stopniu uznamy za losowe. Intuicyjnie stopien losowosci w kolej-
nych przyktadach rosnie. Podobnie poglad, ze jesli w rezultacie doswiadczen pomia-
rowych nie umiemy ich opisa¢ w akceptowalnej co do ztozonosci formie, to powiemy,
ze cigg wynikow pomiaréw moze by¢ losowy lub prawie losowym. Wowczas albo
odrzucamy istnienie prawidtowosci albo przyjmujemy istnienie losowych zaburzen
tych prawidtowosci. Ostatnie trzy przyklady stanowia swoistg ilustracje tajemniczo
brzmiacych, bez wyjasnienia, nazw ,,zdarzen losowych”. Z nieznanych mi powodow
w Swiatowym uzyciu mowi sie o zdarzeniach losowych albo jako o elementach bore-
lowskiego ciata zdarzen ztozonych albo jako elementach zbioru elementarnych zadan
losowych. To poprzednie uzycie tylko raz zaznacza A. Kotmogorow w swej monogra-
fii z 1933 roku (rozdz. I, 81 kiedy mowi, ze elementy zbioru F = {zbidér podzbioréw
zbioru zdarzen elementarnych}). Zupetnie niezrozumiate jest, ze polscy probabilisci,
statystycy nie zawsze wspominajg 0 wczesniejszych polskich aksjomatycznych sfor-
mutowaniach rachunku prawdopodobienstwa. Otéz, np. w roku 1923 (10 lat przed
Kotmogorowem) w Fundamenta Mathematica Vol. 4 podobne systemy aksjomatow
wprowadzili: Eomnicki (1923, s. 34-71, artykut ,,Nouveaux fondements du calcul des
probabilities”) oraz Steinhaus (1923, s. 286-310, artykut: ,,Les probabilites denomb-
rables et leur rapport a la théorie de la mesure™), a od strony logicznej Lukasiewicz
(1913), oraz Mazurkiewicz (1932) w Zur Axiomatik der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Comptes Rendus Société des Sciences Warszawa, 111, 25, s. 1-4. W obu pierwszych
wymienionych artykutach z duza starannoscia autorzy pisza o ontycznym rodowodzie
losowosci i wskazujg, ze teorio-miarowe i mnogosciowe podstawy swych systemow
zaczerpneli z wezesniejszych sugestii Borela (1905, 1909), Lammela (1904), Czubera,
a w szczegOlnosci Sierpinskiego (1919), Broggi (1907), Banacha (1923), Jordana
(1883), a takze Bernsteina (1912), Burstina, Bohlmanna (1900).

Dla wigkszosci ww. autoréw prawdopodobienstwo byto miarg zbioru elementéw,
ktorych losowos¢ byta zaktadana a priori jako sad pozamatematyczny.

Przypisanie przeto tylko Kotmogorowi pierwszenstwa w uzyciu jezyka teorii
miary jest nie tylko zwyczajnym przeoczeniem. Zastuga Kotmogorowa jest jednak
np. uproszczenie argumentacji Von Misesa, lansujacej czegstosciowe ujecie losowo-
sci i prawdopodobienstwa, w ktérym to ujeciu, kluczowa rol¢ odgrywa losowosé
wyboru ,,kolektywu” wynikéw pomiaru oraz niezbyt krétkiego ,,podkolektywu”.
Wyboru tego nalezy dokona¢ wg ztozonego, cho¢ realizowalnego algorytmu wyboru,
a zaliczenie elementu do owych zbioréw powinno nie bra¢ pod uwage elementu
zaliczanego.

Kotmogorow proponuje liczy¢ ztozonos¢ algorytmu A wyboru za pomoca miary K:

Ka(X™) 2 nH(p), gdzie |K, (X", p) — nH(p)| < e, 3)
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gdzie nH(p) =n - [-plg(p) - (1 —p)lg(1 - p)] zas p to prawdopodobienstwo uzyska-
nia m jedynek, ktdrych empiryczna czestos¢ wynosi M/ , za$ n to dtugosé ciagu zer
i jedynek, tj. x" = (X4, ..., Xp)-

Martin-Lof wykazat, ze
TML1: Jesli f(n) to funkcja algorytmu obliczeniowego taka, ze ¥, 27 = oo, to
dla dowolnego dwuwartosciowego (np. 0-1) ciagu x* = (Xy, ..., Xy, ...) iStnieje nieskon-
czenie wiele takich wartosci n, ze

Ka(x™) <n—f(n). (4)

Owe dwuwartosciowe ciggi Martina-Lo6fa wynikéw z niezaleznych doswiad-
czen maja wiasnosci efektywnie sprawdzalne w ramach hipotezy losowosci, ze

PX(n) =1} =1,

Ujecie losowosci Kotmogorowa, Martin-Lofa oparte na idei pomiaru ztozonosci
algorytmu konstruowania losowego ciagu byto rozszerzane, np. przez Chaitina (1966),
Lovelanda (1966), Schnorra (1969), Trahtenbrota (1967), Barzdina (1964), Zwonkina
i Levina (1970), cho¢ inspiracje pierwotnag wymienionych uje¢ stanowi artykut Chur-
cha (1940).

Koncepcja, ze istnieje oszacowanie z dotu wartosci K, (x"), ktéra pozwala
stwierdzi¢, ze ciag liczb jest losowy jest umowa, ze istnieje cho¢ jeden obserwa-
tor ciagu, ktory ma ktopot z rozpoznaniem (rekonstrukcja) algorytmu oryginalnego
generujacego OW ciag i ze wyprobowuje on przynajmniej jeden (swoj lub czyjs)
algorytm A, ktéry generuje cigg liczb i poréwnuje 6w ,,swoj ciag” z ,,ciagiem orygi-
nalnym”, ktérego algorytmu A, tworzenia tego ciagu nie zna. Z sytuacja taka mamy
do czynienia w praktyce, gdy poréwnujemy wiasnosci danego ciagu liczb pomiaro-
wych z ciggami uzyskanymi wg generatoréw liczb pseudo-losowych, w ktérych za
momenty rozktadéw bierzemy oszacowania momentdéw otrzymanych na podstawie
owego ciagu pomiarowego. Ztozonosé K, (X", p) wowczas jest a priori znana i rozna
dla réznych generatoréw. Przypusémy, ze zastosowalismy dwa generatory-algorytmy:
Ag i Ag rozktadéw Gamma i Studenta o znanych dystrybuantach Fg (x), Fs(X) i gesto-
sciach fg (x), fs(x). Okolicznosciom tym towarzysza miary obliczeniowej ztozonosci
Kg (X, F (X)), Ks(x, Fs(x)). Ale dla préby losowej X = (X4, ..., X;) i znanej pomiarowo
jej realizacji x™ = (x4, ..., X,) z probkowa érednia X i wariancja 62, oraz generatorami
wg f(x; %,62) i fs(x; X, 62) mozemy wygenerowa¢ np. 10000 realizacji (przebiegéw
symulacyjnych dajacych 10000 realizacji wg f; oraz 10000 wg f;).

Wodowczas mozemy policzy¢ srednie i wariancje po 10000 przebiegach (czyli po
10000 realizacji probek, ktorych rozktady (algorytmy) znamy), tj. wartosci

v G YS A2 A2
Xsym: Xsym Oraz Usym,Gf O-sym,Si

a takze réznice miedzy nimi a odpowiadajacymi im X, 62 z oryginalnej préby o roz-
ktadzie F(X) i gestosci f(x), ktérych postaci z zatozenia nie znamy. Oznaczajac
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NG — yG Y NS — vS Yy NG — 22 ~2 NS —_ 22 A2
D _Xsym_XaD _Xsym — X, D5 = sym,G _O-X’DU = Osym,s — Ox (5)
I przyjmujac okreslenia

ID¢| < 86,ID%| < 85, ID§| < 856, | D3| < 855 (6)

powiemy, ze losowa préba X z realizacja x jest dg, ds, 0,6, 0,5 Kg (+), Ks(+) — losowa
- _ = 1 = _ = 1 . = =

jesli Fg (2 %8y, 62me) = S oraz Fs(x; %5ym, 64mec) = >, gdzie Fg (), Fg(), ozna-
czaja $rednie po X, wartosci dystrybuant z procesu symulacji po 10000 przebiegach
symulacyjnych. Pozostaje otwartg kwestiag w jakim stopniu powyzsza autorska propo-
zycja sprawdzi si¢ w analizach teoretycznych i praktycznych. W propozycji tej wybor
matych dodatnich progowych wartosci dg, ..., d,s powinien uwzgledni¢ np. poziomy
istotnosci testow 0,01 lub 0,05. Jesli przyjmiemy mate wartosci tych progéw réznic
oraz wystapia w obliczeniach symulacyjnych jeszcze mniejsze roznice D¢, ..., D¢,
ktére beda towarzyszyé duzym réznicom Fg () — Fy(x; %, 8x ), Fs() — Fy (), wow-
czas bedziemy mowi¢ o szczegdlnej losowosci przejawiajacej sie w niestabilnosci
uzytych propozycji generatoréw wzgledem generatora typu gaussowskiego najczesciej
wystepujacego w srednich stanach zjawisk masowych.

Probabilistyczne rozumienie losowosci jest przeto bliskie rozumieniu istoty loso-
wej chaotycznosci i dalekie od tresci pojecia chaotycznosci deterministycznej. Znajac
miare ztozonosci stowa binarnego (dowolnego ciagu 0-1) i rozwazajac nieskonczone
ich wersje mowi sie, ze ciag X™ jest losowy, jesli K, (x") albo entropia rosng wraz
z n mozliwie szybko. Chaotycznos¢ stochastyczna odpowiada losowosci wg rozktadu
Bernoulliego dla ciaggow, ktérych dtugos¢ opisu czynnosci i liczba czynnosci obli-
czeniowych rosng odpowiednio szybko. Zatem mozna méwi¢ o losowosci na miare
prostego rozktadu Bernoulliego jako losowej chaotycznosci. Inne wersje ustanawiaja
chaotycznos¢ wg miary ztozonosci liczonej np. liczba operacji obliczeniowych odno-
szonych do ditugosci ciggu (por. prace Schnorra, Levina).

Tak jak fizycy stosujac jezyk probabilistyki przekonali wielu do uzytecznosci
poje¢ entropii, stochastycznego chaosu, ergodycznosci procesow wynikow pomiarow,
tak i matematycy analizujacy wiasnosci deterministycznych systeméw réwnan rozni-
cowych, rézniczkowych i catkowo-rézniczkowych znalezli zwolennikow uzytecznosci
poje¢ deterministycznego chaosu. Pierwsze uwagi na ten temat podaja Hadamard
(1898) i wczesniej Poincare (1892), Saint-Venant, Boussinesq, Maxwell. Tematyka
chaosu deterministycznego (CD) stata si¢ modna w latach 80-tych XX w. po rozpro-
pagowaniu artykutéw Lorenza (1963) oraz Ruelle, Takensa (1971) oraz Yorke’a, Li
(1975).

Istnieje kilka definicji formalnych CD. Poprzedzimy je okresleniami intuicyjnymi,
badZ nawiazujacymi do bardziej formalnych z prac Wigginsa (2003), Lorenza (1997),
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Sekalskiego (2007), Awrejcewicza (1996), Verhulsta (2000), Smale’a (1967), Ruelle
(1980), Takensa (1981), Otta (1997), Dorfmana (2001), Medio, Linesa (2001), Daya
(1994), Chicone (2000), Tu (1994), Crannelli (1998), Li, Yorke’a (1975), Devaneya
(1989), Mac Eacherna, Berlinera (1993), Vellekopa, Berglunda (1994), Rasbanda
(1990), Ruelle, Takensa (1971), czy tez prace bardziej aplikacyjne Mosdorfa (1997),
Bakera, Golluba (1998), Schustera (1995), Zawadzkiego (2012), Szemplinskiej-Stup-
nickiej (2002), Awrejcewicza (2007).

Podane 60 okreslen stanowia probe zebrania w jednym tekscie roznych znaczen
poje¢ chaosu i chaotycznosci. W wielu artykutach i ksigzkach, m.in. cytowanych,
dotyczacych dyscyplin niematematycznych, ktére autor przeczytat nie ma wyraznych
okreslen poje¢ chaosu i chaotycznosci. Stad ponizsza proba ich rozszyfrowania z roz-
nych kontekstow opisu badz przyktadow liczbowych badz zwieztych omowieni teorii
nalezacych do wybranych dyscyplin wiedzy.

W celu utatwienia recepcji tresci prezentowanych okreslen proponujemy wyroznic¢
nastepujace grupy definicji:
g1) definicje metryczno-topologiczne (por. DCD.58-DCD.60),
g2) modelowo-procesualne, wigzace chaos, chaotycznosé¢ z reakcja modelu UD (czyli

MUD) na modelowe zaburzenia lub przeksztatcenia (por. DCD.16-DCD.18, DCD.

20-DCD.25, DCD.31, DCD.34-DCD.39, DCD.42-DCD.56),
g3) definicje systemowo-procesualne, wigzace chaos, chaotycznos¢ z reakcja analizo-

wanego rzeczywistego dynamicznego systemu (UD) na zaburzenia zewnetrzne,
wewnetrzne badz oba (por. DCD.1-DCD.11, DCD.14-DCD.15, DCD.19-DCD.20,

DCD.25-DCD.30, DCD.32-DCD.33, DCD.40-DCD.41),
g4) definicje systemowe ze stochastyka zachowan UD lub MUD (por. DCD.

47-DCD.48, DCD.51, DCD.57),
g5) definicje numeryczno-funkcjonalne (por. DCD.12-DCD.13).

Zestaw okreslen rozpoczynamy od najbardziej opisowego i intuicyjnego okreslenia
DCD.1.

DCD.1: Chaos deterministyczny (CD), to zjawisko albo graficzny obraz tego
zjawiska, ktérego mechanika powstawania jest znana, cho¢ cechuja sie one widocz-
nym dla obserwatora nietadem, dysharmonig, nieuporzadkowaniem, nieregularnoscia,
tohu-bohu wokot srednich oddziatywan przyczyn wewnetrznych i zewngtrznych zja-
wiska systemowego. Cecha nieporzadku, dotyczy zaréwno czasu powstawania standw
zjawiska, miejsca ich powstawania a takze stopnia wrazliwosci uktadu dynamicznego
z CD na bardzo mate zmiany potozenia punktow przestrzeni fazowej PF dla UD-CD.

DCD.2: Chaos deterministyczny (CD) uktadu dynamicznego (UD) to mikrosko-
powy czasowo-przestrzenny proces ruchu elementéw UD, badz makroskopowy proces
czasowo-przestrzenny ruchu catego UD pozostajgcego pod wptywem oddziatywania
innych uktadéw UD;, UD,,...,UD,,, ktore to procesy ruch6w cechuja sie nieregu-
larnoscig, nieporzadkiem, nietypowoscia, przypadkowoscig co do czasu, miejsca,
ksztattu ruchu oraz wrazliwosci na site oddziatywan.
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DCD.3: CD modelu UD czyli CD-MUD to graficzny obraz aperiodycznosci,
asynchronicznosci, poplatania czesto bardzo dziwnego przebiegu orbit (trajektorii)
poczatkowych punktéw ,,ruchu” w PF-MUD (przestrzeni fazowej MUD), badz orbit
ruchu punktow rozpoczynajacych ruch z niezmienniczych zbiorow PF (NZPF).

DCD.4: CD-UD to proces ruchu UD nieliniowego autonomicznego z egzogeniczna
harmoniczng sita wymuszajaca zmiang ruchu i aperiodycznymi orbitami z dziwnym
atraktorem tworzonym przez funkcje generujaca nieskonczong liczbe punktéw, ktéra
to funkcja kawatkami nie jest rézniczkowalna oraz z orbitami ruchu oddzielajacymi
si¢ od siebie wyktadniczo.

DCD.5: CD-UD to rodzaj ruchu UD, ktéry z uwagi na nieznajomos¢ lub niepre-
cyzyjnos¢ pomiardw stanow UD w czasie t, jest nieprzewidywalny, dziwny, ktére
to cechy wynikaja z istnienia nieliniowych ciagtych lub dyskretnych sprzezen lub
interakcji elementéw UD.

DCD.6: CD-UD to zjawisko geometryczne, powstawania struktury geometrycz-
nej (czyli dziwnego atraktora) spowodowane przez kolejne bifurkacje (podwojenia)
okresu nowo powtarzajacych sie, niestabilnych cho¢ okresowych, orbit punktow
poczatkowych ich ,,ruchu”.

DCD.7: CD-orbit UD, wg Leonowa, to cecha wzajemnie ,,odbijajacych, odpycha-
jacych sie” — niestabilnych w sensie Zukowskiego — orbit ,,ruchu” punktow.

DCD.8: CD-UD to proces powstawania i okresowego trwania nieuporzadkowa-
nych, nieregularnych ciaggtych lub dyskretnych stanéw procesu ruchu UD.

DCD.9: CD-UD to taki proces tworzenia geometrycznie nieregularnych struktur
orbit, ze jesli X, € A, A-atraktor, to wskaznik Lapunowa A (orb(x € A)) > 0.

DCD.10: CD-UD to cecha tréjwymiarowego UD (np. oscylatora nieautonomicz-
nego z zewnetrznym wymuszeniem), ktérego orbity ruchu moga stale ,,btadzi¢”
w ograniczonym podobszarze z R3 pomiedzy niestabilnymi punktami réwnowagi
i innymi okresowymi orbitami niestabilnymi.

DCD.11: CD-UD to nieprzewidywalne zachowanie niestabilnych orbit wokot np.
punktu siodtowego ruchu UD z ciagtoscig widma czestosci pomiaréw.

DCD12: CD-UD to wtasnosci realizacji procesu obliczeniowego wg przesunieé
Bernoulliego (np. dziesigtnych rozwiniec liczb niewymiernych) czy tez innych proce-
sow interakcyjnych, np. logistycznego postaci f(x,u) = - X (1 — x) w bliskosci = 3,7,
czy tez iterowania odwzorowan okregu w okrag przeksztatcen Hénona, van der Pola.

DCD.13: CD dla modelu MUD=(X, M) uktadu dynamicznego to rodzaj niepo-
rzadku zbioru X przestrzeni fazowej PF okreslonej przez model M generujacy taki
zbidr chaotyczny X¢h, Ze spetnione sa prawa tranzytywnosci, gestosci zbioru punktow
okresowych i nieokresowych oraz wrazliwosci kierunku ruchu od punktéw poczatko-
wych orbit nalezacych do niezmienniczych zbioréw PF.

DCD.14: CD-UD to systemy (lub ich modele), dla ktérych pomiary cech (lub
rozwigzan modeli) nie uktadaja sie tylko w orbity nieokresowe, ktérych istnienie
sprawdzi¢ mozna stosujac, np. wskazniki Lapunowa, Kotmogorowa, czasowe srednie
asymptotycznych orbit, czy widma czestotliwosci.
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DCD.15: CD-UD to cechy niestabilnosci orbit ruchu UD, cechy dziwnych atrak-
toréw, cechy zjawisk biologicznych, fizyko-chemicznych, astrofizycznych, czy takze
cechy szeregéw czasowych pomiaréw albo realizacji modeli UD.

DCD.16: CD-MUD to proces obliczeniowy dochodzenia do ztozonej geometrii
podkowy Smale’a poprzez operacje rozciggania, $ciggania, cieé, ktérych efektem sg
geste zbiory orbit okresowych i nieokresowych.

DCD.17: CD-MUD to cecha wrazliwej zaleznosci punktéw (y,y) na domknietym
niezmienniczym zbiorze orbit.

DCD.18: CD-MUD to cecha przejsciowa od orbit homoklinicznych do hiperbo-
licznych orbit okresowych.

DCD.19: CD-UD to cecha MA-DU potoku przeptywu pola wektorowego sit.

DCD.20: CD-UD to cecha nieliniowego, erratycznego ruchu UD, lub ,,ruchu”
punktéw geometrycznego obrazu MUD, np. MUD-Y. Uedy, E. N. Lorenza, H. Poin-
carego, P. Fatou, J. Hadamarda, G. Julia, B. Mandelbrota, W. Sierpinskiego).

DCD.21: CD-UD to nieregularne, niecharmoniczne, jakby losowe zachowanie ruchu
nieliniowych UD, orbit MUD objawiajace si¢ w — obserwowanych przez obserwatora
z niepetna wiedza o nieliniowych UD, MUD - cechach ilosciowo-jakosciowych albo
w cechach, ktore sa nieoczekiwane dla obserwatora, badacza-prognoz stanéw UD,
MUD mimo ich doswiadczen badz znajomosci abstrakcyjnej formy modelu MUD.

DCD.22: CD-UD, CD-MUD to jednoczesna obecno$¢ cykli okresowych rzedu k
oraz cykli aperiodycznych orbit ruchu UD, MUD.

DCD.23: CD-MUD to wtasnosci ciagtej funkcji, ktorej dwie rézne aperiodyczne
orbity mimo swej bliskosci musza sie ,,rozbiec”, tj. np. po okresie 3 jak pokazali
Li-Yorke.

DCD.24: CD-MUD — wiasnos¢ dyskretnych lub ciggtych jednowymiarowych
MUD jednoczesnego istnienia wielu periodycznych i aperiodycznych orbit ,,skacza-
cych”, nieregularnych ksztattow w przestrzeni czasowej, PF zmiennych stanéw o ile
skoki czaséw sg odpowiednio duze.

DCD.25: CD-UD — niepowtarzalna, nieregularna, nieprzewidywalna, nielosowa
ewolucja (ruch) wartosci cech pomiarowych nieliniowych UD, MUD (jednego lub
wielu) jaka obserwuje sie w mechanicznych oscylatorach w rodzaju: wahadet, wirni-
kow, wnek laserdw, piecow konwekcyjnych lub ich matematycznych modeli.

DCD.26: CD-UD — zjawisko likwidacji separatrys (krzywych ukosnych oddzie-
lajacych dwa baseny atrakcji gdy te baseny sie przenikaja) oraz niestabilnosci rozma-
itosci punktu siodtowego.

DCD.27: CD-UD — zjawisko nieodwracalnosci ewolucji procesu, np. opisywa-
nego przez réwnania logistyczne albo rzeczywiste zjawiska trzesien ziemi, wiréw
ptynéw, konwekcji energii, laserowych promieni, mieszalnosci ptynéw, patologii
pracy organow.

DCD.28: CD-UD — nieregularna struktura koncow $niezynki krysztatu, nie-
stabilne $lizgi ptyt Ziemi uwalniajace energi¢ sprezystosci, defektowa turbulencja
Ginzburga-Landaua.
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DCD.29: CD-UD — obserwowalne, mierzalne, nieregularne, beztadne wyniki
zachodzacych proceséw przyrody — badz stabo skorelowane w czasie i/lub prze-
strzeni wyniki pomiaréw cech UD ujmowanych deterministycznie ze zmienng
w czasie stabilnoscig i niestabilnoscia UD z nieprzewidywalna (z tytutu niewiedzy
0 ,,wewnetrznych” zwigzkach elementéw UD lub jego modelu), dtugookresowg ewo-
lucja zachowan UD.

DCD.30: CD-UD — sekwencja ztozen operacji sit rozciggania, nacisku, skurcza-
nia, sktadania czesci UD lub catego UD prowadzace do dziwnych zmian struktury
UD lub ruchu UD.

DCD.31: CD-MUD — cigg ztozen operacji rozciggania (rodzacej chaotycz-
nos¢ ewolucji orbit) oraz operacji sktadania (rodzacej mozliwosci wystapienia
chaosu).

DCD.32: CD-UD — zjawisko (opisywane w analizach z mechaniki statystycznej)
nieprzewidywalnych zachowan UD wynikajacych z faktu mieszalnosci (np. ptynéw)
oraz istnienia duzej liczby rozpraszajacych sztywnych ciat na drodze ruchu czastek
pltynu.

DCD.33: CD-UD — geometryczny obraz dziwnego atraktora, repelera, siodet,
fraktali, ,,jezykdw” Arnolda, katastrofalnych bifurkacji.

DCD.34: CD-UD, MUD — wyktadnicza rozbieznos¢ orbit jako efekt rezonansow
zwigkszajacych wrazliwosé przebiegu orbit startujacych z punktu (xo, x5°, %5°) lub
jego matych otoczen.

DCD.35: CD-UD, MUD — objaw ztozonych splotow wiazek orbit w PF w for-
mie jakby losowego procesu wynikéw pomiaru cech ilosciowych, np. objaw spiral-
nosci.

DCD.36: CD-Im(UD, MUD) — geometryczny obraz dysharmonii widocznej
w stacjonarnym spektrum mocy (prawy rég wykresu mocy), ktéremu to wykre-
sowi w rzeczywistych UD towarzyszy sztywnos¢ wewnetrznej struktury powiazan
uD.

DCD.37: CD-Im (MUD) — teoretyczna mieszanka dziwnych niestacjonarnych
dtugookresowych przebiegdw orb (XP%) [w modelowych PF dyssypatywnych rzeczy-
wistych UD postrzeganych zmystem wzroku wspomaganym czujnikami] w formie
zaznaczanych obszaréw przechwytu orbit, ktére to obszary fatwo rozopoznaje sie
dzieki doswiadczeniu w odczytach pomiaréw lub wykresow.

DCD.38: CD MUD — dziwna ztozona struktura zbioru orbit towarzyszacych
statym stanom UD, MUD, be¢daca efektem operacji prostego rozciagania, sktadania,
tj. ergodycznego mieszania dynamicznych stanow obserwowanego lub analizowanego
procesu pomiaréw lub wynikéw symulacji.

DCD.39: CD-UD nieliniowego lub MUD - nieliniowego — zbidr nieregularnie
zmieniajacych sie wielkosci (x(t),;‘c(t)) cechujacych stany UD, ktorego ewolucje
opisuje model MUD ruchu UD z orbitami nie tworzacymi w PF zadnego pojedyn-
czego i regularnego geometrycznego obiektu jak np. okregu, kota, torusa, szescianu)
lecz tworzacymi zbiory o ksztattach fraktalnych silnie zaleznych od (x(0),%(0)).
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DCD.40: CD-UD — nieprzewidywalne zjawisko szczegdlnych ewolucji orbit
ruchu ciat_lub ich czastek albo cecha dziwnych przebiegbw modelowych orbit
(a?(t),fc(t)) zwigzanych z badanym UD.

DCD.41: CD-UD — zbior wartosci wychylen nieregularnych wzgledem rzeczy-
wistych standw réwnowagi albo zbiér nieregularnych wartosci wychylen wzgledem
modelowych rozwiazan teoretycznych stanéw réwnowagi.

DCD.42: CD-MUD — trwaty lub przejsciowy obraz ewolucji orbit punktow
niezmienniczych zbioréw PF spowodowany globalnymi lub lokalnymi bifurkacjami
orbit.

DCD.43: CD-MUD — wtasnos¢ modelu matematycznego Duffinga generujacego
obraz chaotycznego ruchu dla ustalonych punktow poczatkowych i teoretyczny chaos
generowany przy krytycznych wartosciach parametrow MUD.

DCD.44: CD-MUD — wtasnos¢ modelu matematycznego spetniajacego kryte-
rium Mielnikowa o globalnych bifurkacjach homoklinicznego siodta centralnego.

DCD.45: CD-MUD, UD — wiasnos¢ beztadu ewolucji orbit modelu, UD spowo-
dowana istnieniem potaczen elementéw MUD lub UD.

DCD.46: CD-MUD — cecha dziwnosci geometrycznego obrazu skutkéw stoso-
wania odwzorowan przesunigé¢ Bernoulliego, logistycznego, namiotowego, podwojen
okresu, podkowy Smale’a.

DCD.47: CD-MUD — nieokresowe, niezbiezne do cyklu dowolnego okresu, nie-
stabilne, wzgledem matych odchylen od punktéw x,, x,, zachowanie rozwigzan mo-
delu, tj. ergodyczne lub prawie ergodyczne zachowanie {£(t), %(t)}.

DCD.48: CD-UD, MUD — to cecha mocnego chaosu UD, MUD — mocnej ergo-
dycznosci (gdy nieokresowe orbity wystapia z dodatnim prawdopodobienstwem dla
losowo wybranych punktéw poczatkowych orbit albo stabego (cienkiego) chaosu gdy
istnieja asymptotyczne zbiezne cykle.

DCD.49: CD-MUD — cecha numerycznych rozwiazan zwyktych réwnan réznicz-
kowych (ZRR) polegajaca na rosngcym splataniu catek ruchu (rozwigzan) gdy skala
splatania jest wieksza od skali rozdzielczosci wynikow obserwacji.

DCD.50: CD-MUD — cecha rozwigzan MUD gdy okres czestosci fal w weztach
szybko maleje i jest porownywalny z okresami probkowania.

DCD.S51: CD-SUD — cecha nieprzewidywalnego zachowania chaotycznych sto-
chastycznych UD posrednia miedzy zachowaniem UD odpowiadajacym MUD-ZRR
catkowych, a MUD-SZRR dla stochastycznych ZRR.

DCD.52: CD-UD, MUD — cecha UD, MUD ograniczajaca doktadnos¢ prognoz
orbit, prognoz cech UD, MUD, wtasnosci numerycznych rozwiagzan ZRR, CRR
(czastkowych RR).

DCD-53: cecha MUD-ZRR, ze istnieja takie obszary wartosci parametrow, ktore
generuja dziwne orbity lub ich zbiory.

DCD.54: CD-MUD — efekt procesu reakcji MUD na przeksztatcenia: translacji,
skalowania, translacji i skalowania, potegowania, logarytmowania, zwigzania, rozcia-
gania, sktadania, ortogonalizacji, skretow krzywizn.



Losowos¢ a chaotycznosé 441

DCD.55: CD-MUD — to taki Im(MUD), ktéry ma nieregularny, niemonoto-
niczny, ztozony, nieokresowy ksztatt z rozbiegajgcymi sie orbitami, bez centréw,
cykli granicznych z erratycznymi obrazami szeregdéw czasowych X (t) dla X (t) i X (t)
zachowujacymi sie jak losowe szeregi czasowe.

DCD.56: CD-MUD — to zbidr(y) odskakujacych od siebie orbit modelowych
z nieprzeliczalnymi podzbiorami orbit bez punktéw okresowych.

DCD.57: CD-UD — zrodto dynamicznej jakby losowosci zachowan UD wywo-
tane zaréwno nieliniowymi sprzezeniami ciaggltymi i przerywanymi elementéw UD
jak i losowym oddziatywaniem otoczenia UD, a szczeg6lnie losowym roztozeniem
centréw (sztywnych ciat) rozpraszania ruchu elementéw UD.

Podane okreslenia nie wyczerpuja listy mozliwych okreslen chaosu determini-
stycznego. Stanowig nasza synteze lub drobne modyfikacje jawnych lub niejawnych
pogladéw nt. chaosu. Kazdemu temu okresleniu tatwo przypisa¢ tres¢ pojecia cha-
otycznosci zwigzanej z dang forma deterministycznego chaosu.

Z uwagi na objeto$¢ pracy cze$¢ poswiecong formalnym definicjom CD odpo-
wiednio skrécimy do trzech definicji:

DCD.58 (Devaney): CD-MUD-f — taki zbiér orbit funkcji f: D—D, D < R",
orb(x) = f"(x) = f(f(... f(x)...)), ze f jest chaotyczna jesli: 1) f jest tranzytywna, tj. v
niepustego, otwartego U,V < D3k >0 z fk(U) NV # @; 2) zbiér punktéw okreso-
wych funkgcji f jest w D gesty oraz 3) f ma ceche wrazliwej zaleznosci od warunkéw
poczatkowych, tj. 36>0, 6=4(D, f), ze YU <3 u;u; € U, dla ktorych iterandy
fk(uy), F<(u;), spetniaja warunek | (u;) —f<(u) | > o.

DCD.59 (Banks i in.): CD-MUD-f jest chaotyczna jesli zachodza tylko warunki
(1) i (2) z Def. Devanaya.

DCD.60 (Vellekoop, Berklund): CD-MUD-f jest chaotyczna, jesli zachodzi tylko
warunek (1) z Def. Devanaya.

Podane definicje swiadcza o duzej réznorodnosci sposobdw rozumienia poje¢ cha-
osu i chaotycznosci jako cechy proceséw ontycznych lub wirtualnych. Panuje moda,
zreszta zrozumiata na gruncie stale rozpowszechnianych medialnie pradéw ideolo-
gii dekonstrukcji historycznych znaczen poje¢, termindw i stéw jezyka potocznego
— lansowania starych stow w nowych znaczeniach. Tworzy to sytuacje, w ktorych
mtoda generacj¢ naukowcoOw nie dziwia takie zwroty jak: porzadek w chaosie, chaos
w porzadku, chaotycznosé¢ znaczen stow.

4. ZAKONCZENIE

Artykut stanowi probe wskazana czytelnikowi historycznego rozwoju sposobéw
rozumienia niezwykle dzi$ popularnych poje¢ losowosci, chaosu i chaotycznosci.

Z dokonanego przegladu uje¢ znaczen tych terminéw widaé, iz oba pojecia sa
bardzo pojemne tresciowo. Stanowig one szyldy-znaki informujace nas i ostrzega-
jace o catkowitym lub czesciowym braku wiedzy o rzeczach poddawanych opisowi
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i analizie. Jesli trwajacy postep w produkcji nowych urzadzen pomiarowych, tele-
komunikacji i mocy obliczeniowych utrzymaja sie, wéwczas mozna przypuscic, ze
tradycyjne rozumienie stochastyki i chaosu takze ulegnie zmianie i pojawia si¢ nowe
pojecia opisu i analizy.

Uniwersytet £06dzki

LITERATURA

[1] Andronow A., (1929), Applications of Poincare’s Theorem on Bifurcation Points, Comptes Rendus
de I’Académie des Sciences, 189 (15), 559.
[2] Arnold L., (2003), Random Dynamical Systems, Springer, Berlin.
[3] Arnold V, (1965), Small Denominators I, American Mathematical Society, Ser. 2, 46, 213-284.
[4] Awrejcewicz J., (2007), Matematyczne modelowanie systemow, WNT, Warszawa.
[5] Banasiak J., Lachowicz M., (2002), Topological Chaos for Birth-and-Death-Type Models with
Proliferation, Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 12, 6, 755-775.
[6] Banks J., Brooks J., Cairns G., Davis G., Stacey P., (1992), On Devaney’s Definition of Chaos, The
American Mathematical Monthly, 99, 332-334.
[7] Birkhoff G., (1927), Dynamical Systems, American Mathematical Society Coll. Publ., 9.
[8] Borowkow A., (1986), Tieorja Wierojatnostiej, Nauka, Moskwa.
[9] Cardano G., (1550), Liber de Ludo Aleae.
[10] Chaitin G., (1966), On the Length of Programs, Journal of the Association for Computing Machi-
nery, 13, 547-569.
[11] Crannell A., (1995), The Role of Transitivity in Devaney’s Definiction of Chaos, American Mathe-
matical Society, 102, 788-793.
[12] Church A., (1940), On the Concept of a Random Sequence, Bulletin of the American Mathematical
Society, 46 (2), 130-135.
[13] Cvitanovi¢ P., (1984), Universality in Chaos, A. Hilger, Bristol.
[14] Day R., (1999), Complex Economic Dynamics, MIT Press, Cambridge Mass, Vol. 1, 2.
[15] Deleuze G., (1997), Rdznica i powtdrzenie, Warszawa.
[16] Duhem P., (1906), La Theorie Physique, Paryz.
[17] Devaney B., (1989), An Introduction to Chaotic Dynamical Systems, Addison Wesley.
[18] Dorfman J., (2001), Wprowadzenie do teorii chaosu, PWN, Warszawa.
[19] Eckman J., (1981), Roads to Turbulence in Dissipative Dynamical Systems, Review of the Mathe-
matical Physics, 643-656.
[20] Falconer K., (1990), Fractal Geometry, Wiley, N.Y.
[21] Feigenbeum M., (1980), The Transition to Aperiodic Behavior in Turbulent Systems, Communica-
tions in Mathematical Physics, 77, 65.
[22] Fomin S., Kornfeld I., Sinaj J., (1987), Teoria ergodyczna, PWN, Warszawa.
[23] Gleick J., (1996), Chaos, Zysk i Spotka, Poznan.
[24] Grassberger P., Procaccia I., (1983), Measuring the Strangeness of Strange Attractors, Physica,
189-208.
[25] Hadamard J., (1898), Les Surfaces a Courbures Opposées et Leurs Lignes Géodésiques, Journal
de Mathématiques Pures et Appliquées, 27-74.
[26] Hellwig Z., Antoniewicz R., Miszczak W., (1981), Idealne rozktady zmiennych losowych, Przeglgd
Statystyczny, 28, (3/4), 157-180.



Losowos¢ a chaotycznosé 443

[27]

[28]
[29]
[30]
[31]

[32]
[33]

[34]
[35]
[36]
[37]

(38]

[39]
[40]

[41]
[42]
[43]

[44]
[45]

[46]
[47]

(48]

[49]
[50]
[51]
[52]
[53]
[54]

[55]
[56]
[57]

(58]
[59]

Hellwig Z., Puzdrowska B., Smoluk A., (1983), Losowos¢ i niezalezno$¢, Przeglgd Statystyczny,
30, (3/4), 179-187.

Kendall M., Buckland W., (1975), Sfownik termin6w statystycznych, PWE, Warszawa.
Kotmogorow J., (1933), Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Springer-Verlag, Berlin.
Kotmogorow A., (1963), On Tables of Random Numbers, Sankhya, Ser. A, 25 (N4), 369-376.
Kotmogorow A., (1965), Tri Podchoda k Opredelenju Ponjatya ,,Koliczestwo Informacji”’, Pro-
blemy Peredaczi Informacyi, 3-11.

Kotmogorow A., (1957), General Theory of Dynamical Systems, Proceedings of 1994 International
Congresss of Mathematicians, 315, North Hollans.

Krytow N., Bogoliubow N., (1947), Introduction to Nonlinear Mechanics, Princeton, Universiity
NJ.

Krytow N., (1979), Works on the Foundations of Statistical Mechanics, PUP Princeton, NY.
Kudrewicz J., (1993), Fraktale i chaos, WNT, Warszawa.

Kravtson Y., Kadtke J., (red.), (1996), Predictability of Complex Systems, Springer, Berlin.
Kulenovi¢ M., Merino O., (2002), Discrete Dynamical Systems and Differential Equations with
Mathematica, Chapman and Hall, London.

Lachowicz M., (1999), Matematyka Chaosu, Matematyka, Spoteczenstwo, Nauczanie, OKM, 22,
21-28.

Lasota A., Mackey M., (1994), Chaos, Fractals and Noise, Springer, Berlin.

Lorenz E., (1963), Deterministic Nonperiodic Flow, Journal of the Atmospheric Sciencies, 20,
130-141.

Lorenz E., (1993), The Essence of Chaos, UWP, Seattle.

Lorenz H., (1997), Nonlinear Dynamical Economics and Chaotic Motion, Springer, Berlin.
Lomnicki A., (1923), Nouveaux Fondements du Calcul des Probabilities, Fundamenta Mathe-
mathica, 4, 34-71.

Lukasiewicz J., (1913), Die Logischen Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Krakéw.
MacEachern S., Berliner L., (1993), Aperiodic Chaotic Orbit, The American Mathematical Monthly,
100, 237-241.

Mandelbrot B., (1997), Fractales, Hasard et Finance, Flammarion, Paryz.

Martin-L6f P., (1966), The Definition of Random Sequences, Information and Control, 9 (6),
602-619.

Mazurkiewicz S., (1933), Uber die Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung I, Com- ptes
Rendus de la Societe des Sciences et des Lettres de Varsovie, 343-352.

Medio A., Gallo G., (1993), Chaotic Dynamics, Cambridge University Press, Cambridge.

Milo W., (2012), Randomness and Chaocity, nieopublikowany maszynopis — UL.

Milo W., (2013), Uwagi o losowosci i chaosie, artykut zgtoszony do WUE, Poznan.

Mises R., (1957), Probability, Statistics and Truth, Dover Publ. N.Y.

Morrison J., (1996), Sztuka modelowania ukzadéw dynamicznych, WNT, Warszawa.

Neumann J., (1932), Proof of the Quasi-Ergodic Hypothesis, Proceedings of the National Academy
of Sciences, USA, 18, 70-82.

Nowak R., (2002), Statystyka dla fizykdw — éwiczenia, PWN, Warszawa.

Orzeszko W., (2005), Identyfikacja i prognozowanie chaosu deterministycznego w ekonomicznych
szeregach czasowych, seria: Nowe Trendy w Naukach Ekonomicznych, Fundacja Promocji i Akre-
dytacji Kierunkéw Ekonomicznych, Polskie Towarzystwo Ekonomiczne, Warszawa.

Orzeszko W., Kwiatkowski J., (2004), Wyktadnik Lapunowa — narzedzie identyfikacji chaosu na
WGPW, Przeglgd Statystyczny, 51 (1), 85-96.

Osiewalski J., (2001), Ekonometria bayesowska w zastosowaniach, Wydawnictwo AE w Krakowie.
Ostasiewicz S., Ronka-Chmielowiec W., (1994), Metody statystyki ubezpieczeniowej, Wydawnic-
two AE Wroctaw.



444 Wiadysfaw Milo

[60] Ott E., (1997), Chaos w ukZadach dynamicznych, WNT, Warszawa.

[61] Peitgen H., Richter P., (1986), The Beauty of Fractals, Springer, Berlin.

[62] Perzanowski J., (1995), Byt, Logos, Matematyka, FLFL, Wyd. UMK Torun, 408.

[63] Poincare H., (1908), Science et Method, Flammearation Paryz.

[64] Pomeau Y., Manneville P., (1980), Intermittent Transition to Turbulence, Communication of the
Mathematical Physics, 189-197.

[65] Rasband S., (1990), Chaotic Dynamics of Nonlinear Systems, Wiley, N.Y.

[66] Prochorow J., Rozanow J., (1972), Rachunek prawdopodobieristwa, PWN, Warszawa.

[67] Ruelle D., (1989), Chaotic Evolution and Strange Attractors, CUP, Cambridge.

[68] Ruelle D., (1990), Deterministic Chaos, Proceedings of the Royal Society London, 427, 241-248.

[69] Ruelle D., Takens F., (1971), On the Nature of Turbulance, Communications in Mathematical Phy-
sics, 20, 167-192.

[70] Schnorr C., (1997), A Survey of the Theory of Random Sequences, w: Butts, R. E., Hintikka, J.
(red.), Basic Problems in Methodology and Linguistics, 193-211.

[71] Schuster H., (1995), Chaos deterministczny, PWN, Warszawa.

[72] Sekowski T., (2007), Zagadnienia matematycznej teorii chaosu, UMCS, Lublin.

[73] Sierpinski W., (1919), Sur Une Definition Axiomatique des Ensembles Mesurables (L), Bulletin des
Sciences de I’Academie de Cracovie, 173-178.

[74] Sinai Y., (1959), On the Concept of Entropy of a Dynamical System, Doklady Akademii Nauk
SSSR124:768-771.

[75] Sinai Y., (1976), Introduction to Ergodic Theory, Mathematical Notes, 18, PUP, NJ.

[76] Shaw R., (1981), Strange Attractors, Chaotic Behavior & Information Flaw, Zeitschrift fir Natur-
forschung, A. 80.

[77] Smoluchowski M., (1923), Uwagi 0 pojeciu przypadku w zjawiskach fizycznych, Wiadomosci
Matematyczne, 27, 27-52.

[78] Solomonoff R., (1964), A Formal Theory of Inductive Inference, Part I, Information and Control ,
7,1-22.

[79] Steinhaus H., (1923), Les Probabilités Dénombrables et Leur Rapport a la Théorie de la Mesure,
Fundamenta Mathematica , 4, 286-310.

[80] Stewart I., (1995), Czy Bog gra w kosci, PWN, Warszawa.

[81] Thompson J., Stewart H., (2002), Nonlinear Dynamics & Chaos, Wiley, N.Y.

[82] Takens F., (1979), Forced Oscillations & Bifurcations, Communications Mathematical Institute
Rijksuniv, Utrecht, 3,1-59.

[83] Touhay P., (1997), Yet Another Definition of Chaos, The American Mathematical Monthly, 104 (5),
411-414.

[84] Tu P. N. V., (1994), Dynamical Systems — An Introduction with Applications in Economics and
Biology, 2e. Springer, Berlin.

[85] Verhulst F., (2000), Nonlinear Differential Equations and Dynamical Systems, Springer-Verlag, N. Y.

[86] \ellekoop M., Berglund R., (1994), On Intervals, Transitivity = Chaos, The American Mathemati-
cal Monthly, 101 (4), 353-355.

[87] Wiggins S., (2003), Introduction to Applied Nonlinear Dynamical Systems and Chaos, Springer
N. Y.

[88] Wolf, A., Swift, J. B., Swinney, H. L., Vastano, J. A., (1985), Determining Lyapunov Exponents
from a Time Series, Physica D, 16, 285-314.

[89] Zawadzki H., (1996), Chaotyczne systemy dynamiczne, Prace Naukowe AE Katowice.

[90] Zawadzki H. (red.), (2006), Zbiory graniczne i atraktory w modelach ekonomii matematycznej,
Prace Naukowe AE Katowice.

[91] Zawadzki H., (2012), Atraktory w modelach réwnowagi i wzrostu gospodarczego, Wyd. Placet,
Warszawa.



Losowos¢ a chaotycznosé 445

[92] Zielinski Z., (1989), Podstawowe problemy teorii przyczynowej zaleznosci procesow ekonomicz-
nych, Acta Universitatis Nicolai Copernici Ekonomia, Z. 20, 7-23.

[93] Zielinski Z., (1992), Podstawy stochastycznej teorii przyczynowej zaleznosci zdarzen ekonomicz-
nych, Acta Universitatis Nicolai Copernici Ekonomia, Z. 18, 5-25.

LOSOWOSC A CHAOTYCZNOSC

Streszczenie
Celem artykutu jest przegladowe omdwienie ontologicznych i metodologicznych podstaw pojeé¢
losowosci i chaotycznosci, a takze ich form i stopni. Artykut stanowi probe syntezy réznych ujec tej
tematyki, ktore to ujecia byty przedmiotem licznych artykutdw, ksiazek z dziedziny, m.in. filozofii,
matematyki, zastosowan matematyki, statystyki i ekonometrii.

Stowa kluczowe: losowosé, chaotycznosé, kryteria losowosci, kryteria chaotycznosci, chaos

RANDOMNESS AND CHAOSITY

Abstract
The paper is aimed at presenting ontological and methodological grounds of randomness and cha-
osity concepts, as well as, considering their forms and degrees. There were made some efforts to make
a synthesis of different approaches to the analysis of these concepts.

Keywords: randomness, chaos, chaosity, chaosity criteria, randomness criteria






