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CHAOS A NIEOBLICZALNOSC

STRESZCZENIE

Tekst jest poswiecony problemowi implementacji nieobliczalno$ci w $wiecie
realnym. Podstawowe pytanie jest takie: czy logiczna nieefektywno$é ma swoja
realizacje w $wiecie fizycznym, albo, czy niealgorytmiczno$é posiada swoj ,fizycz-
ny/materialny” no$nik? Konkluzja jest za$ nastepujaca: algorytmicznie zinterpreto-
wana teoria chaosu deterministycznego koresponduje z przypadkowa/nieroz-
strzygalna cze$cig matematyki. Trzeba przy tym jednak stale mie¢ na wzgledzie, ze
zawsze jest to nierozstrzygalno$é, niealgorytmiczno$c, przypadkowo$é z modelu,
w ktorym dokonujemy deskrypcji.

Slowa kluczowe: teoria obliczalnoSci, teoria chaosu, teza Churcha.

Odnoszac sie do nierozstrzygalnosci w $wiecie fizycznym postawi¢ trzeba
nastepujaca kwestie: czy rzeczywiscie mamy do czynienia z nierozstrzygal-
noScig w $wiecie fizycznym, czy tylko z nierozstrzygalno$cia w uniwersum
eksperymentalnym, do ktérego docieramy poprzez matematyczny model?
W innych slowach, czy nieobliczalnoé¢ plynie ,z natury”, czy z modelu,
w ktorym dokonujemy deskrypcji? Jak wiadomo, wszystkie wystarczajaco
bogate modele matematyczne sa nierozstrzygalne. W szczegélnosci idzie tu
o nieelementarng arytmetyke liczb rzeczywistych, ktéra wykorzystujemy do
opisu fizycznych ukladéw dynamicznych. W tym obszarze fundamentalng
role odegralo odkrycie przez Stefana Banacha i Stanistawa Mazura nieobli-
czalnych funkcji analitycznych signum x oraz integer part x, ktére wypro-
wadzaja poza klase ciagow liczb rzeczywistych obliczalnych. Warto przypo-
mnieé, ze rezultat Banacha i Mazura z lat 1936—39 jest ,rzeczywistym”
rownowaznikiem twierdzenia Kurta Godla o niezupelnosci. W najwiekszym
skrocie, jezeli zdanie Godla méwi o sobie, ze jest niedowodliwe, to ,zdanie”
Banacha i Mazura, czyli ciag liczb rzeczywistych obliczalnych jest sformuto-
wane w taki sposdb, ze mdéwi osobie, ze jest nieobliczalne (zbiezno$é ciagu

1 Adres Autora: awilk@ifispan.waw.pl



324 Andrzej Wilk

do granicy jest nieefektywna/nieobliczalna).? Syntaktyczne struktury obu
postepowan dowodowych wykorzystujacych starozytny paradoks klamcy sa
tu ekwiwalentne. Opierajac sie na wyniku Banacha i Mazura amerykanscy
matematycy Pour-El i Richards w latach osiemdziesiatych pokazali, ze reku-
rencyjne rownania ruchu przy rekurencyjnych warunkach poczatkowych
moga mie¢ nierekurencyjne rozwigzania.3 Przebieg obliczen nie jest wiec
unikalnie zdeterminowany przez wejScie i rekurencyjne relacje zawarte
w zbiorze instrukcji. Dwa rézne wyj$cia moga by¢ otrzymane z tego samego
wejScia przy réoznych komputacjach. Ujmujac metaforycznie, ,start” moze
by¢ rekurencyjny, a ,Jadowanie” i tak bedzie nieobliczalne. Jezeli sprawa
dotyczy nieobliczalno$ci w $wiecie fizycznym, to trzeba tez wspomniec
o tezie Churcha-Turinga. Stanowi ona, ze formalna specyfikacja funkcji (cze-
$ciowo) rekurencyjnej koresponduje z nieformalnym pojeciem efektywnego
procesu obliczeniowego. Wejscie komputacji koresponduje z argumentem
funkcji. Wyjécie koresponduje z warto$cig funkcji. Heurystyczne pojecie
efektywnych obliczen koresponduje z precyzyjnym formalnie pojeciem funk-
¢ji cze$ciowo-rekurencyjne;j.

Teza Churcha-Turinga. Algorytm koresponduje z funkcja cze$ciowo-
rekurencyjna. Cokolwiek wydaje sie by¢ efektywnie obliczalne moze byé prze-
prowadzone w zakresie (dzialania) funkcji cze$ciowo-rekurencyjnych. W dru-
ga strone, poprzez nasze rozumienie mechanicznego obliczania kazda funkcja
cze$ciowo-rekurencyjna koresponduje z algorytmem. Innymi slowy, funkcja
rekurencyjna jest matematycznym obiektem, ktéry moze byé zdefiniowany
przez algorytm.

Terminy ,efektywnie obliczalny”, ,mechanicznie obliczalny”, ,obliczalny”,
srekurencyjnie przeliczalny” moga byé zatem uzywane zamiennie. Jak latwo
zauwazy¢, teza Churcha- Turinga posiada aspekt ewolucyjny — odnosi sie ona
do proces6w obliczeniowych, ktére sg realizowalne w $wiecie fizycznym.
Oznacza to, ze ta teza moze sie zmienia¢ w czasie tak jak i one. Innymi stowy,
kazda zmiana rozumienia pojecia efektywnych obliczenn wplynie na zmiane
rozumienia tezy Churcha-Turinga. W oryginale teza Churcha brzmi nastepu-
jaco:

...twierdzi sie, ze pojecie funkeji efektywnie obliczalnej powinno zostac¢ ziden-
tyfikowane z pojeciem funkcji rekurencyjnej, gdyz inne wiarygodne definicje
efektywnej obliczalnoéci okazaly sie dawaé pojecia albo rownowazne, albo
slabsze od rekurencyjnos$ci.4

2 S. Mazur, Computable Analysis, Rozprawy Matematyczne XIII, PWN, Warszawa 1963.

3 M. B. Pour-El, J. I. Richards, Computability and Noncomputability in Classical Analysis,
“Trans. Amer. Math. Soc”., 275, 1983, 539—560; oraz: M. B. Pour-El, J. 1. Richards, Computability
in Analysis and Physics, Springer, Berlin—Heidelberg 1989.

4 A. Church, Abstract, An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory, “Bulletin of the
American Mathematical Society”, 41, 1935, s. 332—333; cyt. za: A. Olszewski, Teza Churcha, Univer-
sitas, Krakow 20009, s. 109.
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Stwierdzenie ,inne wiarygodne definicje” §wiadczy o tym, ze Church
widzial w tezie glownie definicje o charakterze identyczno$ciowym. Jak wia-
domo, teza Churcha nie spelnia warunkéw twierdzenia matematycznego, bo
pojecie mechanicznej procedury nie jest formalne. Wykluczony jest zatem jej
dowod. W dyskusji wokét relacji mechaniczna obliczalno$é—rekurencyjnosé
najczedciej tez padaja zwroty: ,jak do tej pory”, ,dotad”, ,dotychczas”...
Andrzej Mostowski pisze:

Z natury zagadnienia jest to tylko hipoteza. Dowodu jej podaé nie mozna, bo
trzeba by powiedzie¢ Scisle, co znaczy efektywny przepis dla rozwigzania ja-
kiego$ zagadnienia. Teza Churcha nie zostala dotad podwazona. Kazde efek-
tywnie wykonalne postepowanie dawalo sie dotad sprowadzi¢ do funkcji obli-
czalnych. 5

Slowa te moga sugerowaé empiryczny charakter tezy, czyli zdania, ktore
wymaga nieskonczonego potwierdzania. Jezeli idzie o Godla, to traktowal
teze Churcha jako zasade heurystyczna: ,Nie moze to zosta¢ dowiedzione,
poniewaz pojecie skonczonego obliczania nie jest zdefiniowane, ale moze
shuzy¢ jako zasada heurystyczna.”®

Co ciekawe, Godla do tezy przekonala dopiero analiza mechanicznego ob-
liczania przeprowadzona przez Turinga.” Z uwagi na to, ze teze Churcha-
Turinga wykorzystuje sie w dowodzeniu, powstaje problem jej mocy. Wia-
domo, Ze istotne uzycie tezy ma miejsce w dowodach negatywnych. Jezeli
bowiem stwierdzimy, ze dana funkcja nie jest rekurencyjna, to jest oczywi-
ste, ze nie jest obliczalna.8 Co sie tyczy empirycznoéci tezy Churcha-Turinga,
to mozna ja rozumie¢ dwojako:

1. Jest to hipoteza empiryczna, ktorej konsekwencje sa obserwowal-
ne/sprawdzalne.

2. Obliczanie funkcji realizuje sie przez system fizyczny, ktéry zajmuje
skonczona przestrzen, funkcjonuje w skoniczonym czasie i zgodnie z prawa-
mi fizyki.

Warto zaznaczy¢, ze aspekt empirycznoS$ci akcentuja matematycy, ktorzy
zajmuja sie sprawg realizowalnoSci obliczalnoSci, czyli rzeczywistymi ma-
szynami matematycznymi (Mostowski). Empiryczna interpretacja tezy nie
jest jednak jedyna. Wedlug Romana Murawskiego i Jana Woleniskiego trak-
tuje sie tez to stwierdzenie matematyczne jako:

— twierdzenie albo aksjomat

— definicje

— eksplikacje w sensie Carnapa

5 A. W. Mostowski, Liczby naturalne i funkcje obliczalne, PZWS, Warszawa 1971, s. 131.

6 K. Godell, Poscriptum, w: M. Davis (red.), The Undecidable Propositions, Unsolvable Problems,
and Computable Functions, cyt. za: A. Olszewski, Teza Churcha, Universitas, Krakéw 20009, s. 137.

7 A. Turing, On Computable Numbers with an Application to the Entscheidungsproblem, “Proc.
Lond. Math. Soc.”, Ser. 2, 42, 1937.

8 Zob. R. Murawski, J. Wolenski, The Status of Church’s Thesis, w: A. Olszewski, J. Wolenski,
J. Robert (red.), The Church’s Thesis after 70 Years, Ontos Verlag 2006.
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Ci dwaj filozofowie opowiadaja sie za jeszcze innym rozwigzaniem:

...eksplikacje potocznych (standardowych) sposobéw uzycia wyrazen polegaja
na ich normalizacji poprzez precyzyjne Srodki pojeciowe [...]. Normalizacje
w tym sensie zwykle odpowiadaja okreslonym intuicjom i to chroni je przed
arbitralnoscia, cho¢ warunki ich poprawnosci pozostaja czeSciowo otwarte.9

Matematyce potrzebna jest teza Churcha, dodaja autorzy, bo nie wszystkie
wyniki mozna uzyska¢ stosujac wylacznie formalizm teorii rekursji. W apara-
cie funkcji rekurencyjnych najwyrazniej nie do konica zawiera sie calo$é
matematycznych intuicji.

Istotne dla nas w tej chwili jest jednak to, ze teza Churcha-Turinga zawie-
ra skladowa nierozstrzygalng, mianowicie, ze algorytm nie musi by¢ zdefi-
niowany dla wszystkich wartoSci wejSciowych. Jezeli zatem kto$§ przyjmuje,
ze Uniwersum jest rodzajem deterministycznej maszyny liczacej, czyli jest
wewnetrznie algorytmiczne, to musi respektowaé fakt, ze istnieja proce-
sy/algorytmy nieefektywne.!® Warto o tym pamieta¢, poniewaz czesto od-
krycie nieefektywnos$ci w naturze traktuje sie jako falsyfikator tezy Churcha-
Turinga. Dzieje sie tak, zdaniem niektorych, dlatego ze ,,...nauka, przynajm-
niej od czaséw Newtona, jest w duzej mierze oparta na identyfikacji i mate-
matycznej deskrypcji algorytmicznej zawarto$ci Uniwersum.”t

Z takiej diagnozy wyciaga sie zazwyczaj co najmniej dwa wnioski. Pierw-
szy, ze cale Uniwersum jest rodzajem skonczonego deterministycznego
automatu. Drugi, ze interesuje nas tylko to, co w tym Uniwersum jest
mechaniczne/deterministyczne/rekurencyjne. Pierwszy ma charakter onto-
logiczny, a drugi epistemologiczny. Rzecz jasna, w drugim przypadku
dopuszczamy mozliwoéé, ze oprocz algorytmicznej zawarto$ci Uniwersum
istnieje jeszcze jaka$ jego inna zawarto$¢, czyli zawarto$¢ niealgorytmiczna.
Stale trzeba jednak mie¢ na wzgledzie, iz zakladajac, ze Swiat realny sklada
sie ze zlozonych algorytméw, jednocze$nie przyjmujemy, ze prawa przyrody
sa mechanistyczne, wiec obliczalne/rekurencyjne w sensie tezy Churcha-
Turinga. Co zatem bedzie sie dzialo z naszym modelem $wiata fizycznego,
gdy zarejestrujemy obecno$é zjawisk nie podlegajacych standardowej digi-
talnej reprezentacji?

Innymi slowy, gdy wykryjemy zjawiska nie posiadajace cech wyjatko-
wych, czyli posiadajacyce charakterystyke przypadkowa? Odpowiedz jest
prosta: bedziemy mieli klopoty z tezag Churcha-Turinga. W tym miejscu po-
trzebne sa wyjasnienia techniczne. Jak sie okazuje, niektore fizyczne uklady
dynamiczne mozna specyfikowa¢ wykorzystujac narracje teorii algorytmicz-
nej informacji. Dokladnie rzecz biorac, algorytmicznie da sie specyfikowac

9 S. Murawski, J. Wolenski, op. cit., s. 324.

1o Termin ,wewnetrznie” denotuje ceche, ktora nie plynie z modelu.

u S, Barry Cooper, P. Odifreddi, Incomputability in Nature, w: Computability and Models,
Kluwer, Dordrecht 2003, s. 137-160.
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uklady chaotyczne. Nalezy zaczac¢ od tego, ze zbiory obliczane przez maszyne
Turinga sg ekwiwalentne zbiorom rozstrzygalnym przez algorytm. Matema-
tyczne pojecie Martin-Lofa przypadkowosci odpowiada intuicyjnemu poje-
ciu przypadkowosci zbioru Z , ktére ma dwa aspekty:2

1. Z nie posiada (nie spelnia) wyjatkowych wlasnosci.
2. 7 jest trudny do deskrypcji.

Co do punktu 1: Niech zbior Z powstaje w wyniku idealnego procesu loso-
wego, ktory przebiega w czasie i dostarczy nieskonczenie wiele bitow (0,1).
Bity sa niezalezne. Zero i jedynka maja to samo prawdopodobienstwo %,
jak przy podrzucaniu idealng monetg. Prawdopodaobienstwo, ze cigg x jest
segmentem poczgtkowym zbioru Z jest rowne 27" Wiasnosci wyjatkowe
reprezentowane sg przez null-klasy, w odniesieniu do jednostajnej miary A
w przestrzeni Cantora. Nalezy sie tu wyjadnienie, ze zbiory liczb naturalnych
mozna widzie¢ jako atomowe obiekty i identyfikowaé z nieskonczonymi cig-
gami nad {o,1}. Ciagi te sg elementami przestrzeni Cantora {O,I}N , zwykle
denotowanej przez 2" . Podzbiory 2" nazywa sie klasami, dla odréznienia
od zbioréw liczb.

DEFINICJA 1. Klase A < 2" nazywamy null-klasq wtedy, gdy 24 =0.
Jezeli 2" — A jest null, to méwimy, ze A jest conull.

Przykladem moga by¢ wlasnosci wyjatkowe P i Q. Pierwsza stanowi, ze
wszystkie bity na parzystych pozycjach sg zerami:

P(Y)< ViY(2i))=0
Druga stanowi, ze jest przynajmniej dwa razy wiecej zer niz jedynek
w granicy:

O(Y) < liminf#{i<n: Y(i) =0} /n > 2/3

Odpowiadajacymi klasami sa null-klasy. Odtad, zgodnie z intuicja, nie
powinny zawieraé zbioru przypadkowego. Rodzajem null-klasy jest H‘;
klasa.

DEFINICJA 2. Niech Ac N* x2" oraz n>1.

(1) A jest 22 wtedy, gdy

<el,...,ek,X> € A3y, Vy,,...0v R(e,....e,, v, ¥, 1, X Ty,,) gdzie
R jest relacja obliczalng, oraz Q jest "3" wtedy, gdy n jest nieparzyste,
oraz Q jest "V" wtedy, gdy n jest parzyste.

12 P, Martin-Lof, On the Notion of Randomness, w: Intuitionism and Proof Theory, North-
Holland Publ. Comp., Amsterdam—London 1973, s. 73—78.
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(i) A jest TI) wtedy, gdy dopetieniem A jest ZS, tzn.

<el,...,ek,X> €A VY 3y,,...00,5€ €, VsV, s X Ty”)
gdzie S jest relacjq obliczalng i Q jest "V" wtedy, gdy n jest niepa-
rzyste, oraz Q jest "3 wtedy, gdy n jest parzyste.

Relacja jest arytmetyczna wtedy, gdy jest Z S dla pewnego n.
(X Ty denotuje segment poczqtkowy X )

Na przyklad, [ klasa ma forme {X :Vy,3y,S(y,, X Tyz)}, a Zg
klasa ma forme {X :3y Vy,3y,R(y,,y,, X Ty})} , gdzie S i R sa relacja-

mi obliczalnymi.'3

ad. 2. Obiekt przypadkowy nie posiada wzoru. Jest niezorganizowany.
Naszemu intuicyjnemu pojeciu przypadkowosSci odpowiada intuicyjne poje-
cie ,trudny do deskrypcji”. Trzeba zanotowadé, ze istnieja systemy deskrypcji
zwane optymalnymi maszynami, ktore sa w stanie rywalizowaé z kazda inna
maszyna, wiec opisa¢ kazdy mozliwy ciag symboli.'4 Zgodnie z tym ujeciem,
pojecie ,trudny do deskrypcji” mozna sformalizowaé jako ,nie podlegajacy
kompresji”, w odniesieniu do optymalnej maszyny. Nieformalnie rzecz bio-
rac, ciggi nie podlegajace kompresji danych posiadaja te samg whasno$c,
ktoérej wymagamy od ciggdéw przypadkowych. Dla zbioréw pojecie ,trudny
do deskrypcji” jest jednak trudniejsze, poniewaz kazdy system deskrypcji
opisuje tylko obliczalnie wiele zbioréw. Nalezy wiec wprowadzié pojecie de-
skrypcji domknietej. Typ deskrypcji domknietej reprezentuja wlasnie null-
klasy T1) i TT). Konkluzja jest nastepujaca: zbior jest trudny do deskrypcji
wtedy, gdy nie dopuszcza deskrypcji domknietej, powiedzmy w sensie null
1’[2 klasy. Jezeli dopuszcza deskrypcje na przyklad w sensie null z ? klasy,

to nie jest trudny do deskrypcji. Dalej, warunki 1 i 2 wziete razem charakte-
ryzuja pojecie testu na przypadkowo$é, a w rezultacie matematyczne pojecie
przypadkowos$ci: Z jest przypadkowy wtedy, gdy przechodzi
wszystkie testy danego typu.

Pojecie testu (formalne). Aby poda¢ definicje Martin-Lofa-testu na przy-
padkowo$¢ potrzebne sa dwa preliminaryne fakty:

FAKT 1 (zbiory otwarte). R 2" jest rekurencyjnie przeliczalnym
zbiorem otwartym wtedy, gdy R =[W,] dla pewnego n .

13 Zob. A. Nies, Computability and Randomness, Oxford Logic Guides 51, Oxford University Press
20009.

14 Optymalna maszyna generuje ciagg d, wtedy, gdy na wejéciu dostaje jego deskrypcje.
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(W, = dziedzinie (®,); @, denotuje funkcje czesciowo-rekurencyjna
o indeksie e) 15

FAKT 2. A 2" jest null wtedy, gdy istnieje ciag (G,),_, zbioréw
otwartych taki, ze lim,, AG,, =0 oraz Ac(, G, .
(klasa B =)

Definicja Martin-Lofa-testu efektywizuje okreslenie null-klasy z FAKTU 2.

G,, jest borelowska oraz AB =0) "7

m

DEFINICJA 3. (i) Martin-Lofa-test jest rekurencyjnie przeliczalnym
ciggiem (G,,) takim, ze Vm € NAG, <27" .18

(i) Zbiér Z < N nie przechodzi testu wtedy, gdy Z €(, G, , w prze-
ciwnym razie Z przechodzi test.

meN

(iii) Z jest Martin-Lof przypadkowy wtedy, gdy Z przechodzi kazdy
Martin-Lofa-test.

Nieformalnie ujmujac, Martin-Lofa-test na przypadkowo$¢ wychwytuje
strukture, porzadek, wzor. Jezeli zbior ich nie posiada, to jest przypadkowy.
Badz inaczej: jezeli zbior nie nalezy do np. borelowskiej Hg null-klasy, to
jest przypadkowy.!9 Analogicznie jest w przypadku ciagu/liczby rzeczywiste;j.
W rezultacie ciag/liczba rzeczywista nie podlega kompresji. Doda¢ jednak
trzeba, Ze testy same w sobie sg obiektami, czyli Ze tylko obliczalnie wiele
null-klas jest danych przez testy.

W dalszej kolejnos$ci musimy pokazac, ze (algorytmiczna) przypadkowosé
pociaga nieobliczalno§é. W tym celu przedstawimy wpierw algorytmiczng
parafraze twierdzenia Godla o niezupelnosci.

TWIERDZENIE 1. Niech L bedzie teoriq aksjomatycznq zawierajqcq
arytmetyke (Peano), ktorej arytmetyczne konsekwencje sq prawdziwe.

(i) Istnieje stata c¢, taka, ze wewnqtrz L zadne zdanie postaci
"H(n)>C," niejest dowodliwe.

(ii) Niech #(L) bedzie rekurencyjnie przeliczalnym indeksem L . Wtedy
istnieje pewna stala c' niezalezna od L taka, ze wewngqtrz L zadne zdanie
postaci "H (n) > H(#(L))+ c'"" nie jest dowodliwe.

(iii) Istniejq szczegblne teorie, ktorych aksjomaty majq zawartosé
informacyjng H (aksjomatow) =m+ O(l), w ktérych jest mozliwosé

15 Dowod w: A. Nies, Computability and Randomness, op. cit., s. 53.

16 Dowod w: A. Nies, Computability and Randomness, op. cit., s. 70.

7 Z rodziny wszystkich zbioréw zwartych w przestrzeni o pewnej strukturze (algebraicznej), po-
przez branie przeliczalnych sum, réznic i przecie¢, mozna utworzy¢ zbiory borelowskie.

18 Zbiezno$¢ ciagu do granicy musi by¢ efektywna.

19 Zbiory przypadkowe s3 tez nazywane normalnymi zbiorami Borela.
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ustalenia wszystkich prawdziwych twierdzenn postaci "H(x)=k",
z k < H(aksjomatow) + O(1), oraz postaci
"H(x) > H(aksjomatow) + O(1)" .20

Istnieja zatem systemy formalne o skonczonej liczbie aksjomatéw, a tym
samym skonczonej zawartoSci informacyjnej, ktére mogg dostarcza¢ obiekty
(twierdzenia) o dowolnie wysokiej zawartoSci informacyjnej. P6zniej Chaitin
dowiddl, Ze czas obliczen dla twierdzen postaci "H (x) = k", z

k <m = H(aksjomatow) + O(1) , oraz

"H(x) 2 m = H(aksjomatow)+ O(1)" jest nieobliczalny. Wiadomos$é te
przynosza dwa ponizsze twierdzenia. 2!

TWIERDZENIE 2 (ograniczenie na czas obliczen i ztozonosé obliczenio-

wq). Albo program p stagje w cyklu czasowym mniejszym niz
(H(p)+0O(1)), albo nigdy nie staje. Z tego powodu, jezeli definiujemy
n) = max‘x*‘q H,(x)= max‘x*‘q D(x), to

d(n) =Y (n+0(1))

Z(n + O(1)) jest minimalnym czasem d(n) przy ktérym wszystkie pro-
gramy o ztozonosci < n (faktycznie) stajq.

TWIERDZENIE 3. Z nie jest efektywnie obliczalna.

Koncowy wniosek jest taki, ze gdyby czas obliczen mial byé obliczalny, to
musialby istnie¢ program stopu. Obliczeniowa zlozono$¢ zwigzana ze skon-
czonymi lub nie obiektami jest nieobliczalna. Algorytmiczna przypadkowo$c
implikuje nieobliczalno$¢.

Teraz mozna przej$¢ do algorytmicznej specyfikacji chaosu (determini-
stycznego). Zalozeniem wyj$ciowym jest tu hipoteza, ze chaos w Swiecie fi-
zycznym koresponduje z przypadkowoScia w matematyce. Jest tez jasne, ze
dalej koncentrujemy sie na pojeciu przypadkowej (nieobliczalnej) liczby
rzeczywistej.

DEFINICJA 4.22 Liczba rzeczywista r jest Martin-Lof przypadkowa
wtedy, gdy nie jest zawarta w dowolnym zbiorze nieskonczonego rekuren-
cyjnie przeliczalnego ciqgu A, zbioréw interwatéw takim, ze miara p(A;)
Jest zawsze mniejsza lub réwna 27 [u(A4,) <27']. Czyli, ze r jest Martin-
Lof przypadkowa wtedy, gdy

Vilu(A4,) <27 1= —Vi[r e 4,]

20 G, J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge 1987.

2t G. J. Chaitin, Information, Randomness and Incompleteness, World Scientific, Singapore
1987.

22 Definicja 4 jest ,liczbowa” adaptacja definicji 3.
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Intuicje zwiazang z ,,chaotycznym” pojeciem ,,wrazliwo$ci na warunki po-
czatkowe” werbalizowano w filozofii stosunkowo weze$nie. Pascal stwierdzil,
ze ksztalt nosa Kleopatry zmienil oblicze §wiata, a Rousseau zauwazyl, ze
shikczemna przyczyna” ma czasami ,zaskakujgco potezne skutki”, w sensie
wplywu na organizacje spoleczenstwa.23 Obecnie tzw. chaos deterministycz-
ny specyfikuje sie przez:

(i) efektywnie obliczalng/rekurencyjna/deterministyczng ewolucje,

(i) wlasnoé¢ nieliniowego systemu ewolucji do wykladniczego w czasie
rozchodzenia sie poczatkowo bliskich trajektorii,

(iii) przypadkowe wartoSci poczatkowe.

Przypadkowo$c¢ jest tu definiowana jako Martin-Lof przypadkowo$¢. Mozna
powiedzie¢ tez tak, ze jezeli warto$¢ poczatkowa jest elementem continuum,
to prawdopodobienstwo, iz jest Martin-Lof przypadkowa réwna sie jeden —
~prawie wszystkie” warto$ci poczatkowe sa przypadkowymi/nieobliczalnymi
liczbami rzeczywistymi. Ogolnie ujmujac, idea chaosu opiera sie na spo-
strzezeniu, ze przypadkowo$¢, albo niekompletna informacja zawarta w war-
toéci poczatkowej, ujawnia sie w trakcie ewolucji. Dlatego kryterium specy-
fikacji chaosu deterministycznego jest obecno$é odpowiedniej ewolucyjnej
funkcji zdolnej ,,odsloni¢” informacje ,,prawdziwej”, lecz nieznanej wartosci
poczatkowej x, . Przypadkowej liczby rzeczywistej wlasnie. Szczegoly sprawy
s raczej domeng fizyki, jednakze, albo tzw. niepewno$¢ dx, wartosci po-
czatkowej, albo korespondujaca zmienno$¢é wartoSci poczatkowej, zwieksza
sie w czasie. Jako miare separacji dwoch réznych wartoSci poczatkowych
przyjmuje sie wyktadnik Lapunowa A . Scenariusz jest zaskakujgcy, bo efek-
tywnie obliczalna funkcja dostarcza Martin-Lof przypadkowa ewolucje sys-
temu ,,odslaniajac” informacje zawarta w Martin-Lof przypadkowej warto$ci
poczatkowej. Przypadkowo$é jest jednak pierwotnie usytuowana w warto$ci
poczatkowej 24. Chociaz dla celu tu postawionego, a precyzyjnie, pokazania,
ze jest istotny zwigzek miedzy chaosem a nieobliczalnoS$cig, nie ma wlasciwie
znaczenia, gdzie ona wpierw rezyduje, tylko ze w ogoble znalazla miejsce.25
Mozemy wiec sformulowaé nastepujaca rownowazno$¢:

chaos <> deterministyczna przypadkowosc

23 B. Pascal, Mysli, Instytut Wydawniczy PAX, Warszawa 1972; oraz J. J. Rousseau, Umowa spo-
teczna, BKF, PWN, Warszawa 1966.

24 Matematyczny zwigzek miedzy algorytmiczng przypadkowos$cia a wrazliwo$cig na warunki po-
czatkowe ustalaja twierdzenia Brudno-White’a i Pesina; zob. G. Schurz, Kinds of Unpredictability in
Deterministic Systems, w: P. Weingartner, G. Schurz (red.), Law and Prediction n the Light of
Chaos Research, Springer, Berlin 1996.

25 [stotne jest rozréznienie miedzy przypadkowo$cia generowang wewnetrznie przez ewolucje sys-
temu a przypadkowo$cig z warunkéw poczatkowych. Zachowanie w sensie sekwencji na wyjsciu
moze okaza¢ sie przypadkowe réwniez wtedy, gdy wartosci poczatkowe nie sa przypadkowe; zob. S.
Wolfram, New Kind of Science, Wolfram Media, Inc., 2002; oraz: R. W. Batterman, Chaos: Algo-
rithmic Complexity vs. Dynamical Instability; w: Weingartner, Schurz, op. cit., 1996.
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Oznacza to, ze ,...deterministyczne algorytmy sa wykorzystywane do obli-
czania zmiennych, ktére faktycznie sa matematycznie przypadkowe”, oraz ze
»-.chaos znaczy deterministyczna przypadkowo$¢.”2¢ Jezeli zatem fizyka
opisujac niektore uklady dynamiczne trafnie wykorzystuje algorytmiczna
narracje, to mamy implementowana w naturze nieobliczalno$é, bo algoryt-
miczna przypadkowos$¢ implikuje nieobliczalnosé.

Kazda algorytmiczna specyfikacja uktadu chaotycznego miesci sie w pew-
nym schemacie. System dynamiczny (mechaniki klasycznej) jest definiowa-
ny przez stan przestrzeni S, ktory zawiera pozycje i predkosé kazdej czastki
w trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Przedmiotem naszego zaintere-
sowania jest ewolucja systemu z rownan, ktore sg zwykle réwnaniami roz-
niczkowymi opisujacymi sily dzialajace na czastke(i). Rozwigzaniami row-
nan sa funkcje s : T — S, ktére opisujg mozliwe przesuniecia czastek w S,
w zalezno$ci od czasu. Przesuniecia te nazywa sie tez trajektoriami. Czas ¢
ipozycja s w S sa parametrami cigglymi o wartos$ciach rzeczywistych. Da-
lej, rozpatrujemy tzw. zlozono$é komputacji, ktora oblicza stan przyszly s(¢)
z danego stanu poczatkowego s(¢,). Roznice ¢ —t, nazywa sie dystansem
predykcji. Niektére rownania rézniczkowe sg catkowalne, czyli dopuszczaja
tak zwang closed form rozwiazania. Na przyklad réwnanie ds/dt = k.s ma
klase closed form rozwigzan s(t) = so.ekt , ktore opisuja wykladniczy wzrost
lub zanik (zaleznie od tego, czy k jest dodatnie, czy nie). Inne réwnania
rozniczkowe, choéby zwiazane z problemem trzech i wiecej cial, nie sa cal-
kowalne. Pewne z nich mozna rozwigza¢ aproksymacyjnie, nastepne nie
dopuszczaja nawet aproksymacyjnych closed form rozwigzan. Wchodzg
w gre jedynie rozwiazania punktowe. W tym rozumieniu, ze istnieje algo-
rytm, ktoéry oblicza s(¢,,,) z s(¢,) , dla danego rozkladu continuous time na
przedzialy dyskretne.

Z matematycznego punktu widzenia r6znica miedzy closed form a open
form rozwigzaniami polega na tym, ze w drugim przypadku funkcja g taka,
ze s, = g(s,,n) jest definiowana przez g(s,,n) = f"(s,), gdzie f" ozna-
cza f iterowana n -razy. Wazne jest jednak to, ze przy closed form rozwia-
zaniach ztozono$¢ komputacji funkeji s = f(¢) nie zalezy, lub prawie nie
zalezy, od dystansu predykcji ¢, —,. Dla odréznienia, przy open form roz-
wigzaniach zlozono$¢ komputacji wzrasta znaczgco i proporcjonalnie do
dystansu predykcji. W efekcie, jezeli rownanie ma open form rozwiazanie, to
algorytm predykcyjny nie jest zdolny przewidzieé¢ stanu przyszlego.

Teraz zdefiniujemy nieprzewidywalno$¢ wykorzystujac pojecie algoryt-
micznej przypadkowosci. Rozwazamy dyskretne ciagi (trajektorie) w skon-
czonym stanie przestrzeni z dyskretnym czasem. Algorytmiczna zlozono$c
K(SQ/I) skonczonego ciagu danej informacji jest definiowana przez dhu-
go$¢ najkrotszego programu, ktory generuje ciag SO (rozwazamy maszyny

26 J. Ford, Quantum Chaos, Is There Any?, cyt. za: Weingartner, Schurz, op. cit., s. 212.
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ekwiwalentne deterministycznej maszynie Turinga). Aby otrzyma¢ definicje
algorytmicznej przypadkowosci zakladamy, ze informacja / ma dlugosé
ng, ciagu SO . Rozwazamy przy tym ,zachowanie” K(SQ/ng,) przy wzra-
stajacej ng,. Teraz, jezeli K(SQ/ng,) wzrasta wraz z ng, w sposob
nieograniczony, czyli granica ilorazu K(SQ/ng,)/ng,, dla n— oo, jest
dodatnia, to ciag SO jest algorytmicznie przypadkowy. Jest oczywiste, ze
stoi za tym nieformalne przeslanie, ze ciag jest algorytmicznie przypadkowy
wtedy, gdy program, ktory go generuje jest przynajmniej tej samej dlugosci
co on sam. Powyzsze ujecie bierze pod uwage dtugos¢ programu. Mozna
jednak podejéc¢ do sprawy w ten sposob, ze rozwaza sie dlugo$¢ komputacji
potrzebna do wyznaczenia stanu przyszlego. Program dla open form rozwia-
zania ma nastepujaca postaé: zbior s, =k; dla 0<n<p oblicza
S, =f(s,), stop, gdzie p jest dyskretnym czasem predykcji. Jezeli f
jest funkcja o niewielkiej zlozonosci obliczeniowej, ktéra jest niezalezna od
n, to dlugo$c programu bedzie raczej krotka. Tak jest w przypadku funkeji
logistycznej s,,, =4s,(1—s,). Ale czas, ktéry program potrzebuje do obli-
czenia s, z §,, czyli tzw. czas stopu, moze by¢ bardzo dlugi. Innymi stowy,
to ze ciag SO jest przypadkowy nie tylko implikuje, Ze nie istnieje closed
form rozwigzanie, ale takze to, ze nie istnieje zadne open form rozwigzanie
generowane przez funkcje iteracyjna f(s,), przy zlozonosci, ktéra nie
wzrasta z n. W taki oto sposob otrzymujemy pojecie nieprzewidy-
walnoSci/nieobliczalnosci zdefiniowane ,algorytmicznie przypadkowo”. Ty-
powym przykladem rzeczywistego chaotycznego (przypadkowego) ukladu
fizycznego, ktory dostarcza nieobliczalnosé jest uklad ,koto ruletki plus kru-
pier”.27

Koto ruletki plus krupier. Wyobrazmy sobie dwie czarne skrzynki.
Pierwsza zawiera idealny gaz. Druga zawiera koto ruletki wraz z osobg, ktora
wprowadza je w ruch. Zakladamy, ze w pierwszej skrzynce znajduje sie
urzadzenie, ktére dokonuje pomiaréw na idealnym gazie, w jednostajnych
przedzialach czasowych, oraz drukuje wyniki tych pomiaréw. Rozklad
a={4,:i=1..,N—1} przestrzeni fazowej mozna pomysle¢ jako repre-
zentujacy mozliwe pomiary wyjSciowe (wydrukowana liczba i definiuje,
w ktorej kratce znajduje sie punkt w kazdym przedziale czasowym). Dla ide-
alnego gazu trajektorie bliskich stanéw poczatkowych rozchodza sie wyklad-
niczo w czasie, entropia jest dodatnia, a cigg orbity jest algorytmicznie
przypadkowy (ma dodatnig algorytmiczna zlozonoéé). Druga czarna skrzyn-
ka zawiera N -przestrzenne kolo ruletki podzielone na segmenty
B,, B,,...,B,_,, odpowiadajace liczbom naturalnym. Kolo kreci sie a spe-
cjalny wskaznik rejestruje segment, ktéry pojawil sie na koncu przedzialu
czasowego. Dzieki temu skrzynka drukuje liczbe zwigzana z zarejestrowa-
nym segmentem. Tak samo, jak w przypadku skrzynki z idealnym gazem

27 Zob. R. W. Batterman, Defining Chaos, “Philosophy of Science”, 60, 1993, s. 46—66.
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otrzymujemy ciag liczb z alfabetu {0,1,...,N —1}. Odkad kolo ruletki jest
przykladem systemu przypadkowego, oczekujemy, ze ciagi powstajace z jego
udzialem beda algorytmicznie zlozone. Uwzgledniajac twierdzenie Brudno-
White’a oczekujemy rowniez, ze taki system dynamiczny bedzie mial dodat-
nia entropie, a uwzgledniajac twierdzenie Pesina, ze bliskie warunki poczat-
kowe bedg dostarcza¢ wykladniczo rozchodzace sie trajektorie. Nastepnie
Batterman argumentuje, ze lancuch ekwiwalencji charakterystycznych dla
idealnego gazu nie zachodzi dla kola ruletki. Rozumowanie opiera sie na
mozliwych réznicach w ewolucji systeméw w dwoch skrzynkach. Idealny gaz
jest systemem ergotycznym niecatkowalnym, ktorego trajektorie w prze-
strzeni fazowej sa zdolne wedrowac¢ przez cala 6 N —1 wymiarowa energie
powierzchniowa. Jak juz wspomniano, trajektorie te wykazuja wykladnicza
wrazliwo§¢ na warunki poczatkowe. Z drugiej strony, przestrzenia fazowa
sidealnego” kola ruletki jest cylinder ze wspétrzednymi €, potozeniem ka-
towym kola, oraz p,, czyli momentem pedu kola. Jezeli kolo porusza si¢ bez
tarcia, to dla danego p, jest wlasnie kolem na cylindrze. Tym samym, dwa
punkty poczatkowe, ktore sg blisko siebie nie mogg sie rozchodzi¢ wyktadni-
czo w czasie. Ruch jest calkowalny. Jezeli dopuscimy dyssypatywnosé, to
trajektorie beda spiralami z pewnego punktu poczatkowego (6, p,) do
pewnego stanu spoczynku (€',0). Sytuacja ta réwniez nie dopuszcza
wykladniczej wrazliwoSci na warunki poczatkowe. Okazuje sie zatem, ze
lancuch réwnowaznoéci — dodatnia algorytmiczna zlozono$c <> dodatnia
metryczna entropia <> dodatnie wykladniki Lapunowa — zalamuje sie dla
systemu. Twierdzenie Brudno-White’a stanowi, ze gdy wyjécie (skrzynki)
jest algorytmicznie przypadkowe, to system musi mie¢ dodatnia metryczna
entropie. Jednakze, odkad zadna trajektoria nie ma dodatniego wykladnika
Lapunowa, to zwiazek miedzy zlozono$cig a wrazliwo$cia na warunki po-
czatkowe nie zachodzi. Dla Battermana jest to jednak konkluzja zbyt po-
chopna. Glebsza analiza pokazuje, ze kolo ruletki nie jest systemem przy-
padkowym. Z tego wzgledu, zZe po to, aby otrzymac przypadkowy ciag wyj-
Sciowy potrzebna jest osoba, ktéra wprowadza kolo w ruch. Oznacza to, ze
cigg wyjéciowy jest przypadkowy, poniewaz w ,,sztuczny” sposob zostat skon-
struowany. W innych stowach, przypadkowo$¢ na wyjSciu zalezy od faktu, ze
kolo zwigzane jest z zewnetrznym Zrodlem przypadkowosci. Przypomnijmy,
podstawowy problem skupia sie wokot tego, czy w przypadku systemu de-
terministycznego mozliwym jest wyprowadzenie wrazliwo$ci na warunki
poczatkowe z przypadkowosci ciagu wyj$ciowego? Jak sie okazuje, koto ru-
letki nie jest ,,prawdziwym” systemem deterministycznym, bo stan na koncu
przedzialu nie determinuje nastepnego. W skrocie, osoba wprowadzajaca
kolo w ruch nie czyni tego zgodnie z deterministycznymi zasadami. System
jest wiec indeterministyczny lub stochastyczny, co jest interesujace samo w
sobie, bo niezalezny stochastyczny proces dostarcza ciagi, ktére sa algoryt-
micznie przypadkowe. W efekcie dysponujemy jednak nieobliczalno$cia,
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poniewaz uklad ,kolo ruletki z osoba wprowadzajaca je w ruch” jest juz algo-
rytmicznie przypadkowy, a przypadkowo$¢ pocigga nieobliczalno$¢.

W tekstach po$wieconych chaosowi deterministycznemu najczeéciej wy-
mienia sie jednak tzw. ,problem trzech cial”. Problem ten jest jednym
z waznych zadan matematyki i fizyki od XVII wieku. Dotyczy ruchu ciala
0 nieznacznej masie, ktore porusza sie w polu grawitacyjnym dwoéch cial
o duzej masie. W roku 1893 Henri Poincaré odkryl, ze ruch malego ciala
moze by¢ bardzo zaskakujacy, nieregularny. Dzisiaj uwaza sie, ze jezeli na-
wet mozna pomysle¢ rozwigzanie problemu trzech cial, to jedynie w termi-
nach standardowych, ale ,bardziej wyszukanych funkcji”.28 Tlustracjg
problemu sa pozycje trzech idealnych planet w przypadku speliajacym na-
stepujace rownanie rézniczkowe:

0, 2[t] == —2[t]/ 2[1]* + (1/2(1 + eSin)[272]))*)*'

gdzie e jest ekscentryczno$cia orbity eliptycznej planet. Pomijajac sytuacje,
gdy e = 0, rownanie nie ma rozwigzania w terminach standardowych funk-
¢ji (rekurencyjnych). Kreisel uwazal, ze problem kolizji zwigzany z proble-
mem trzech cial mozna traktowaé jako potencjalne zrédlo nieobliczalnoéci,
a dokladnie, jako ,,...sytuacje do analogowego obliczania funkcji nierekuren-
cyjnych”. W tym momencie mozemy wrocié¢ do ,ewolucyjnego” aspektu tezy
Churcha-Turinga, czyli realizowalnoS$ci obliczalno$ci w $wiecie fizycznym,
i postawi¢ kwestie, czy obliczanie non-digitalne, cho¢by w postaci neural
nets, stanowi jaka$ nowa jako$¢ w informatyce. Czy w sposob analogowy
mozna obliczy¢ ,wiecej” niz w cyfrowy? Przypuszczenie to nie ma do tej pory
potwierdzenia. Maszyny analogowe, podobnie jak cyfrowe z ukladem symu-
lujacym losowos$¢, maja czesto szybszy czas wykonania, ale ich ,,obliczeniowy
zasieg” jest ekwiwalentny deterministycznej maszynie Turinga. Nie stanowia
tym samym zadnego przelomu w obliczaniu. W dalszym ciagu nie widaé
wiec zagrozen dla tezy Churcha-Turinga.29

PrzeSwiadczenie, ze bieg zdarzen jest nieprzewidywalny i zaskakujacy,
towarzyszy nam stale. Jego podstawa jest chociazby dos$wiadczenie dnia
codziennego. Artykul ten jest proba zwigzania tej potocznej intuicji z algo-
rytmicznie zinterpretowana teorig chaosu. Obraz $wiata, jaki sie z tego za-
biegu wylania jest taki, ze przypadkowa/nieobliczalna cze$¢ matematyki
moze korespondowa¢ z chaosem albo wrecz indeterminizmem w Swiecie
fizycznym. Jednak caly czas trzeba pamietac, ze jest to jedynie nieobliczal-
noé¢ i przypadkowosé ,,z modelu”, w ktorym dokonujemy deskrypcji. Odno-

28 S, Wolfram, New Kind of Science, Wolfram Media, Inc., 2002, s. 972.

29 Zob. M. Bremer, A Defence of the Church-Turing-Thesis, w: Concepual Atomism and Justifica-
tionism Semantics, Intenationaler Verlag der Wissenschaften, Frankfurt 2008.; oraz: J. F. Costa,
B. Loff, J. Mycka, The New Promise Analog Computation, w: S. Barry Cooper, B. Lowe, A. Sorbi
(red.), Computation and Logic in the Real World, Berlin—Heidelberg 1997.
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$nie implementacji nieobliczalno$ci w naturze, to dalej nie ma pewnoéci, czy
rzeczywiScie zachodzi. Pocieszajace moze by¢ jednak to, ze roéwniez inne
modele, cho¢by rekurencyjnie zinterpretowana analiza matematyczna, do-
starczaja nierozstrzygalng konkluzje. Stowo ,pocieszajace” ma tu oczywiscie
zwiazek z faktem, ze w przypadkowym, nieobliczalnym, czy indetermini-
stycznym §wiecie, jest miejsce na co$, co nazywamy wolna wola.

BIBLIOGRAFIA

S. Barry Cooper, B. Lowe, A. Sorbi (red.), Computation and Logic in the Real World,
Springer, Berlin, Heidelberg 1997.

S. Barry Cooper, P. Odifreddi, Incomputability in Nature, w: Computability and Models,
Kluwer, 2003, s.137—160.

R. Batterman, , Defining Chaos, “Philosophy of Science”, 60, 1883, s. 43—66.

, Chaos: Algorithmic Complexity vs. Dynamical Instability:, w: P. Weingart-
ner,G. Schurz (red.), Law and Prediction in the Light of Chaos Research, Springer,
Berlin—Heidelberg—New York 1996.

M. Bremer, A Defence of the Church-Turing-Thesis, w: Conceptual Atomism and Justifi-
cationism Semantics, Internationaler Verlag der Wissenschaften, Franfurt 2008.

G. J. Chaitin, Algorithmic Information Theory, Cambridge University Press, Cambridge
1987.

, Information, Randomness and Incompleteness, World Scientific, Singapore
1987.

A. Church, Abstract, An Unsolvable Problem of Elementary Number Theory, “Bulletin
of the American Mathematical Society”, s. 332—333; zob. tez w: Olszewski, 2009.

J. F. Costa, B. Loff., J. Mycka, New Promise Analog Computation, w: Barry Cooper,
Lowe, Sorbi, op. cit.

G. Kreisel, Church’s Thesis: a Kind of Reducibility Axiom for Constructive Mathematics,
w: Intuitionism and Proof Theory, North-Holland Publ. Comp. Amsterdam, London
1970.

P. Martin-Lof, On the Notion of Randomness, w: Intuitionism and Proof Theory, North-
Holland Publ. Comp., Amsterdam—London 1970.

S. Mazur, Computable Analysis, Rozprawy Matematyczne, XXIII, PWN, Warszawa 1963.

A. Mostowski, Liczby naturalne i funkcje obliczalne, PZWS, Warszawa 1971.

R. Murawski, J. Wolenski, The Status of Church’s Thesis, w: A. Olszewski et al., op cit.
2006.

A. Nies, Computability and Randomness, Oxford Logic Guides, 51, Oxford University
Press 2009.

A. Olszewski, J. Wolenski, J. Robert, The Church’s Thesis after 70 Years, Ontos Verlag
2006.

A. Olszewski, Teza Churcha, Universitas, Krakow 2009.

B. Pascal, Mysli, Instytut Wydawniczy PAX, Warszawa 1972.

M. B. Pour-El, J.I. Richards, Computability and Noncomputability in Classical Analysis,
“Trans. Americ. Math. Soc”., 275, 1983, s. 539—560.

, Computability in Analysis and Physics, Springer, Berlin—Heidelberg 1989.

Rousseau J., Umowa spoleczna, BFK, PWN, Warszawa 1966.

K. Svozil, Randomness & Undecidability in Physics, World Scientific Publ., Singapore—
London—Hong Kong 1993.

P. Weingartner, G. Schurz, (red.), Law and Prediction in the Light of Chaos Research,
Springer, Berlin 1996.

S. Wolfram, New Kind of Science, Wolfram Media Inc., 2002.



Chaos a nieobliczalno$é 337

CHAOS AND INCOMPUTABILITY

ABSTRACT

The paper is devoted to the problem of the implementation of incomputability in
the real world. It considers the following basic question: has logical non-
effectiveness its realization in the physical world or, has non-algorithmicity a physi-
cal/material medium? The conclusion is: the algorithmically interpreted theory of
deterministic chaos corresponds with the non-random/decidable part of mathemat-
ics. It should be, however, taken into account that it is always the non-
algorithmicity, randomness of models in which a description is formed.

Keywords: theory of computability, theory of chaos, Church’s thesis.





