Przeglad Filozoficzny — Nowa Seria
R. 31: 2022, Nr 4 (124), ISSN 1230-1493
DOI: 10.24425/pfns.2022.143861

Wiedza i poznanie

Stanistaw Krajewski

Bardzo interesujacy blad Russella?
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A. Tarski, teoria modeli, uniwersalnos¢ logiki, wielka idea
w matematyce

Pewna wypowiedz Kurta Godla o Bertrandzie Russellu prosi si¢ o interpretacje
i komentarz'. Russell miat popetni¢ ,bardzo interesujacy” btad, czy raczej
dokona¢ blednej, mylnej interpretacji (misinterpretation). Najpierw zapoznaj-
my si¢ ze sfowami sedziwego juz wowczas angielskiego filozofa. W liscie do
Leona Henkina z 1.04.1963 roku Russell przyznal, ze byt zaktopotany wyni-
kami Godla®. Napisat m.in.:

Mingto pigédziesiat lat od czasu, gdy powaznie zajmowatem si¢ logika matematyczna i niemal
jedyna praca, ktorg od tego czasu przeczytatem, byta praca Godla. Zdawatem sobie oczywiscie
sprawg, ze ma ona podstawowe znaczenie, ale byla dla mnie czym$ zagadkowym. Z tego
powodu bylem zadowolony, Ze juz nie zajmuj¢ si¢ logika matematyczng. Jesli dany zbior
aksjomatow prowadzi do sprzecznosci, to jest jasne, ze chociaz jeden z tych aksjomatow musi
by¢ fatszywy. [...]

Zauwaza Pan, ze byliSmy oboj¢tni wobec prob dowiedzenia, iz nasze aksjomaty nie moga
prowadzi¢ do sprzecznos$ci. Godel pokazal, ze w tej kwestii popetniliSmy btad. Jednak mys-
latem, ze musi by¢ czym$ niemozliwym dowod, iz dany dowolny zbiér aksjomatéw nie
prowadzi do sprzecznosci, i dlatego niezbyt zwracatem uwagg na prace Hilberta. Co wigce;j,
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! Czg$¢ watkow i sformutowan zawartych w niniejszym artykule zostala zaczerpnieta z mo-
jej ksiazki (Krajewski 2003, s. 239 i n.).

2 List do Henkina jest zamieszczony w catoéci w ksigzce I. Grattan-Guinnessa (2000,
s. 592-593); fragmenty cytuje J.W. Dawson (1985), za nim S.G. Shanker (1988, s. 90), a za
nimi polskie ttumaczenie fragmentu daje R. Murawski (2000, s. 421).
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wszystkie nasze aksjomaty — poza aksjomatem redukowalnosci, ktory zawsze uwazatem za

prowizorke — wydawaly si¢ jasnie¢ oczywisto$cig. Nie wiedzialem, jak ktokolwiek mogltby

zaprzeczy¢ temu, ze na przyktad g pociaga p lub g, czy ze p lub g pociaga g lub p (Murawski

2000, s. 421)°.
W pierwszym akapicie Russell stwierdza co$§ zaskakujacego: ulzyto mu, ze nie
zajmuje si¢ juz logikg — do tego stopnia dokonania Godla wydaly mu sig
bulwersujace. Odnoszac si¢ do tych stow, zwykle podkresla sig¢, ze Russell
nie zrozumial Godlowskich twierdzen o niezupetlosci. Nigdy ich nie przy-
swoil (zob. np. Grattan-Guinness 2000, s. 565)*. Gdyby to byta jedyna istotna
okoliczno$¢ zwigzana z omawianym listem, nie byloby w catej tej sprawie nic
ciekawego. Poniewaz jednak Gddel uwazal inaczej, warto zrozumie¢ dlaczego.
Powod zafrasowania, ktory wskazuje Russell, brzmi prosto: ,,Jesli dany zbior
aksjomatoéw prowadzi do sprzecznosci, to jest jasne, ze chociaz jeden z tych
aksjomatow musi by¢ falszywy”. Wydaje sie, ze to jest reakcja na drugie
twierdzenie Godla. Mowi ono o niemoznosci dowiedzenia w ramach podsta-
wowej teorii arytmetycznej niesprzeczno$ci samej tej teorii. Ale przeciez —
zdaje si¢ mowi¢ Russell — dowdd wlasnie zostat przeprowadzony: wszystkie
uzyte w Principia Mathematica aksjomaty sg prawdziwe, a zatem nie moga
prowadzi¢ do sprzecznosci. Takie rozumienie sprawy potwierdzajg sformuto-
wania nastgpnego cytowanego wyzej akapitu. Aksjomaty — poza aksjomatem
redukowalnosci, ktory jest czym$ prowizorycznym — zdawaly si¢ ,,jasniec¢
oczywistoscig”. Zatem Russell, zajmujac si¢ logika, uwazat, ze nie ma powodu
zwracac szczegblnej uwagi na program Davida Hilberta, czyli projekt elemen-
tarnego dowodu niesprzecznosci aksjomatow lezacych u podstaw matematyki.
Godel pokazat, dodaje Russell, ze ,,popetilismy blad”. Najwyrazniej jednak
natura tego btedu pozostaje dlan czyms$ zagadkowym.

Poza tym zauwaza jeszcze, ze nie sadzil, iz w ogole da si¢ dowiesc, ze jakis$
zbidr aksjomatéw nie prowadzi do sprzecznosci. To brzmi niezgodnie z po-
przedzajacym i powtdrzonym po chwili stwierdzeniem o oczywistej prawdzi-

3 It is fifty years since I worked seriously at mathematical logic and almost the only work
that I have read since that date is Godel’s. I realized, of course, that G6del’s work is of
fundamental importance, but I was puzzled by it. It made me glad that I was no longer working
at mathematical logic. If a given set of axioms leads to a contradiction, it is clear that at least one
of the axioms must be false. Does this apply to school boys’ arithmetic, and, if so, can we believe
anything that we were taught in youth? Are we to think that 2 + 2 is not 4, but 4.001? Obviously,
this is not what is intended. [...]

You note that we were indifferent to attempts to prove that our axioms could not lead to
contradictions. In this, Godel showed that we had been mistaken. But I thought that it must be
impossible to prove that any given set of axioms does not lead to a contradiction, and, for that
reason, | had paid little attention to Hilbert’s work. Moreover, with the exception of the axiom of
reducibility which I always regarded as a makeshift, our other axioms all seemed to me lumi-
nously self-evident. I did not see how anybody could deny, for instance, that ¢ implies p or ¢, or
that p or ¢q implies g or p”.

4 Ponizej wspominam podobng opini¢ Henkina i A. Robinsona.
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wosci aksjomatow — czy to arytmetyki, czy Principiow. Przeciez dopiero co
napisat, ze niesprzecznos$¢ aksjomatow jest gwarantowana przez ich prawdzi-
wos¢. To jest dowod! Zatem stwierdzajac, ze dowdd niesprzecznosci nie jest
mozliwy, musiatl mysle¢ o innego typu dowodzie. Moze chodzilo o dowdd
elementarny, w ramach metamatematyki Hilberta. Gdyby tak byto, Russell
wskazywalby tu na to, ze antycypowat twierdzenie Godla. Jednakze inne sfor-
mulowania przytoczonego listu raczej nie wskazuja na taka antycypacje. Wy-
nik Godla pozostaje dla Russella zagadkowy, a dla nas pozostaje zagadka, jak
rozumie¢ jego stowa.

Zanim rozwazymy, jak mozna zinterpretowa¢ wypowiedz Russella, zo-
baczmy, jak zareagowal Godel. Najpierw zauwazmy jednak, ze cytowanym
stowom Russella tatwo jest odmowi¢ wartosci. Abraham Robinson w liscie do
Godla z 23.04.1973 napisat: ,,Henkin zgadza si¢ z moim pogladem, ze uwagi
Russella o Pana twierdzeniu o niezupetnosci sa mylace. Trudno powiedzie¢,
czy w czasie, gdy pisal ten list, Russell miat wcigz spojng filozofie¢ Matema-
tyki”>. Stowa Russella s3 wedle niego mylace, co tu oznacza: mylne. Wzmian-
ka o spdjnej filozofii matematyki nie wydaje si¢ taczy¢ bezposrednio z tema-
tem. Jej poruszenie da si¢ jednak wyjasnié, jak zobaczymy za chwile.

Henkin, zauwaza Robinson, miat podobnie negatywne zdanie o komentarzu
Russella. Mianowicie — wedle streszczenia zawartego w ksigzce Shankera
(1988, s. 90) — zatozyl, ze Russell myslat, iz Godel dowiddt sprzecznosci
arytmetyki. To by oznaczalo pomyltke powazng i malo interesujacg. Henkin
w liscie wyjasniat wspottworey logicyzmu réznice miedzy niezupetnoscia (in-
completeness) a sprzecznoscig (inconsistency). Nie wiem, czy wiadomo, jak
Russell na to zareagowat. W kazdym razie taka interpretacja jego stow wydaje
mi si¢ przesadnie niezyczliwa, nawet uwzgledniajac fakt, ze Russell miat juz
ponad 90 lat. Na pewno nie skreslat go Godel, ktory w liscie z 2.07.1973 do
Robinsona napisat owe zaskakujace stowa, z ktorych pochodzi tytut niniejsze-
go tekstu:

Russell niewatpliwie blgdnie interpretuje moj wynik; jednak czyni to w bardzo interesujacy
sposob, co ma zwiazek z pewnymi kwestiami, ktore dyskutowaliSmy kilka miesigcy temu.
W przeciwienstwie do tego Wittgenstein w swej posmiertnej ksigzce proponuje zupelnie
trywialng i nieciekawa mylng interpretacje®.

> I gather that Henkin sent you a copy of Bertrand Russell’s letter. Henkin agrees with my
view that Russell’s remarks on your incompleteness theorem are misleading. It is hard to say
whether at the time he wrote this letter, Russell still had a coherent philosophy of Mathematics”
(list jest zamieszczony w Godla Collected Works, t. V, s. 200).

6 I also thank you for asking Henkin to send me Russell’s letter. Russell evidently misin-
terprets my result; however, he does so in a very interesting manner, which has a bearing on some
of the questions we discussed a few months ago. In contradistinction Wittgenstein, in his post-
humous book, advances a completely trivial and uninteresting misinterpretation” (list jest za-
mieszczony w Godla Collected Works, t. V, s. 201; jako pierwszy cytowal go Dawson 1985).
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Jak wida¢, Godel tez uwaza, ze Russell si¢ myli. Jednak wedle niego autor
Principia Mathematica ,,w bardzo interesujacy sposob” btednie zinterpretowat
jego wynik. O co chodzito Gédlowi? Na czym mialby polega¢ btad Russella —
niebanalny, bo wyrazajacy co$ ciekawego, co$, co rzuca §wiatlo na dyskusje
dwoch sposrod najwybitniejszych logikow zesztego stulecia? I na dodatek jest
pod wzgledem ujawniania czego$ waznego odwrotnoscig ,,trywialnej” opinii
Wittgensteina. Proba podtrzymania interpretacji Wittgensteina zostata podjgta
przez wielu autoréw (poczawszy od Shankera 1988; por. tez Krajewski 2003,
rozdz. IV.B.3, s. 293-304), cho¢ nie da si¢ powiedzie¢, zeby doprowadzito to
do zdecydowanego odrzucenia oceny wyrazonej przez Godla. Nas interesuje
tutaj interpretacja stow Russella.

Henkin postrzegat mylne ujecie dokonania Godla jako przyjecie obec-
nosci sprzecznos$ci. Najtagodniejsza korekta opinii Henkina jest przyjecie, ze
Russell myslal, iz Godel dowiddt nie tyle sprzecznosci w Principia Mathe-
matica, co mozliwosci zaistnienia sprzecznosci w tym systemie. Tymczasem
Godel dowiodt tylko tego, ze niesprzecznosci nie da si¢ dowies¢ Srodkami
wyrazalnymi w samym systemie. Chociaz taka korekta krytycznej opinii
Henkina — i by¢ moze tez Robinsona — przynosi wyrazng rehabilitacje Rus-
sella, to jednak nie wydaje si¢ wyjasniac, co jest w tym szczegdlnie intere-
sujacego. Coz zatem byto dla Godla tak cieckawe? Nie wiadomo na pewno,
mozemy tylko snu¢ przypuszczenia.

Istnieje inny sposob rozumienia stwierdzenia Russella, ze nie sadzil, iz
w ogole da sie dowies¢ tego, ze jaki$ zbior aksjomatow nie prowadzi do sprzecz-
nos$ci. Jak wspomnialem wyzej, wydawat si¢ uznawac za niewystarczajacy pod-
stawowy argument, ze niesprzeczno$¢ aksjomatow jest gwarantowana przez ich
prawdziwo$¢. Mozna to rozumie¢ jako przyznanie tego, ze prawdziwos¢ jest
niewyrazalna. Stosujemy ja oczywiscie, ale nie ma mozliwo$ci — mogl zaktadac —
takiego jej zdefiniowania, zeby dato si¢ przeprowadzi¢ dowod w stylu matema-
tycznym. Bytoby to jakby antycypowanie twierdzenia Alfreda Tarskiego o nie-
definiowalnosci prawdy, cho¢ oczywiscie na zupehie nieformalnym poziomie.
Takie wyjasnienie z jednej strony wyglada mato przekonujaco, z drugiej zas
thumaczytoby opini¢ Gddla. Jest mato przekonujace, bo przeciez Tarski pokazal,
jak scisle zdefiniowaé prawdziwos¢ w strukturach matematycznych, w tym
w $wiecie liczb i zbiorow. Russell nie daje znaku, ze o tym styszat. Prawdziwos¢
pozostaje u niego na poziomie intuicyjnym. To by wskazywato na jego brak
rozeznania w dociekaniach logicznych pdzniejszych niz jego wiasne badania, do
czego zreszta wprost si¢ przyznaje, piszac, ze od pigcdziesieciu lat niemal jedyna
praca, ktora przeczytat z tego zakresu, byt stynny artykut Godla. A przypomnij-
my, ze w nim nie tylko nie ma definicji prawdziwosci, ale Godel probuje za
wszelka cen¢ zdefiniowaé potrzebne pojgcia bez uzywania ogolnego pojecia
prawdy i innych poje¢ semantycznych, pozostajac na poziomie mozliwie blis-
kim logicznej syntaktyce. Dlatego na przyktad wprowadza pojgcie omega-
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-niesprzecznosci. Nie wynika to oczywiscie z braku rozeznania czy niedostatku
kompetencji Godla. Widzg dwa powody takiego stanowiska. Po pierwsze, w Ko-
le Wiedenskim i szkole Hilberta poj¢cie prawdy byto traktowane z podejrzliwos-
cig — przynajmniej przed pracami Tarskiego. Godel chcial wiec uprzedzi¢ ewen-
tualne zastrzezenia co do $cistosci czy naukowoS$ci jego argumentacji. Taki
powod bylby czysto ,,polityczny”; bylby on tez raczej chwilowy — bo kto jeszcze
wyznaje radykalng wersje pogladow w stylu Kota Wiedenskiego? — a zatem
z obecnej perspektywy mato istotny.

Drugi powdd unikania pojgcia prawdziwosci jest fundamentalny i trwaty:
Godel odrzucat program semantyczny Tarskiego. W zasadzie nie cytowat nig-
dy sformutowanej przez Tarskiego definicji prawdy’. Zreszta intuicyjne poje-
cie prawdy jest wystarczajace dla zrozumienia argumentacji Godla w jego
stynnej pracy z 1931 r. oraz uchwycenia jej motywacji. Russell rowniez zawsze
zaktadat intuicyjne pojecie prawdziwosci. Godel zapewne aprobowat zawarte
w przytoczonym liScie stowa Russella o prawdziwosci aksjomatow logiki.
Brzmiaty dlan dobrze. Jednak byly obarczone btedem, bo Russell nie zrozu-
mial wagi programu Hilberta, potrzeby dowodu niesprzecznosci w sposob
niepowatpiewalny, przy uzyciu najprostszych srodkéw. A powinien, bo to
przeciez on sam ugodzit Fregego, dla ktérego aksjomaty jego systemu logiki
jasniaty oczywistoscig”... Twierdzenia o niezupetnosci pokazywaty, ze pier-
wotny zamyst Hilberta nie da si¢ zrealizowac, ale Godel przez caty czas ope-
rowat w ramach wskazanych przez Hilberta i jego wspotpracownikow, zwla-
szcza Paula Bernaysa. Ramy te musialy ulec rozszerzeniu, ale przez caty czas
wszyscy musza odwotywacé si¢ do oryginalnego programu Hilberta. To wy-
jasnienie wskazuje, dlaczego Godlowi mogta si¢ podoba¢ wypowiedz Russella:
wychodzita z bliskich mu pozycji, zaktadala intuicyjne uzycie pojecia prawdy
arytmetycznej. Zarazem byla bledna, bo abstrahowala od programu Hilberta.
Uzyskujemy w ten sposob jakie$ wyjasnienie, jednak takie ujecie nie daje
dostatecznie przekonujacego wytlumaczenia, dlaczego btad Russella mialby
by¢ ,,bardzo interesujacy”.

Aby lepiej rzecz zrozumie¢, rozwazmy jeszcze inny sposOb wyjasnienia
opinii Gddla. Niestety nie wiem, czego dotyczyla wspomniana przez Godla
dyskusja z Robinsonem, na ktoéra Russell miat rzuci¢ $wiatlo. Mozna jednak
snu¢ hipotezy. Moja jest nastepujaca: dyskutowali o tym, czy logika jest
wszechogarniajaca, czy nie. Bo to jest problem, ktdéry mozna postawi¢ w cen-
trum rozwazan i uzyska¢ zadowalajace, cho¢ hipotetyczne, wyjasnienie tego,
o co chodzito Godlowi, gdy okreslat btad Russella jako bardzo interesujacy.

Ot6z Godel do tego stopnia odrzucat program Tarskiego, ze nie probowat
rozwigzywaé problemdw przez rozroznienie teorii od metateorii. Zaktadal, ze
logika jest jedna, ta sama na kazdym poziomie. Postepowat wigc Sladami

7 Uzasadnienie tej tezy zob. Krajewski 2003, rozdz. I11.D; Krajewski 2004.
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Russella i Whiteheada, ktorzy przyjmowali zaréwno jednos¢ logiki, jak i jej
prawdziwo$¢ w intuicyjnym sensie. | zaktadali istnienie prawdziwej logiki.
Musi ona by¢ niezmienna. Godel z aprobatg przytaczal dawne stwierdzenie
Russella, ze logika dotyczy $wiata rzeczywistego tak prawdziwie jak zoologia,
,chociaz jego cech ogdlniejszych i bardziej abstrakcyjnych” (Collected Works,
t. II, s. 120). Prawda jest i dla Goédla pojgciem pierwotnym: wedlug niego
pierwotna koncepcja jezyka zawiera: ,,prawde, falsz, wynikanie”®.

Chodzi zatem o jezyk, ktory ma naturalng, zamierzong interpretacje, ktorg
jest po prostu §wiat. To prowadzi nas do sprawy fundamentalnej, ktora taczy
Godla z Russellem. Chodzi nie tylko o zmarginalizowanie Tarskiego definicji
prawdy, ale o niechg¢ wobec teorii modeli, czyli odrzucenie traktowania jezyka
jako schematu, ktory mozna w najrézniejszy sposob interpretowac. Logika ma
by¢ jedna i wszechogarniajgca. Mowiac jeszcze ogolniej: Godel w podejsciu
do semantyki preferowal tradycje rozumienia logiki jako jezyka uniwersalne-
go, w przeciwienstwie do logiki jako rachunku majgcego wiele interpretacji.
Zgodnie z podejsciem Fregego i Russella, jezyk jest zywiotem, w ktorym po-
zostajemy; nie mozna opisa¢ (jezykowo) jego semantyki z zewnatrz, bo mo-
wigc, musimy go rozumie¢, wigc jesteSmy automatycznie wewnatrz. Uzywajac
sformutowania Wittgensteina, nie mozna wyj$¢ poza jezyk, tak jak nie mozna
wyj$¢ poza $wiat. Natomiast Hilbert rozwingl sposob analizy metody aksjo-
matycznej w taki sposob, zeby uja¢ nawet logike. System aksjomatyczny moze
by¢ widziany jako twor formalny i badany od zewnatrz: powstata wiec meta-
logika — badanie rachunkéw logicznych. To podejécie zastosowat Leopold
Lowenheim, potem Tarski rozwingt teori¢ modeli. Abraham Robinson byt
tworczym kontynuatorem tej koncepcji.

Zdecydowane uznanie jedno$ci i wszechogarniajgcego charakteru logiki
przez Russella jest o tyle ciekawe i znaczace, ze najprawdopodobniej to akurat
on jako pierwszy zaproponowat potrzebe metajezyka. W 1921 r. we wstepie do
Traktatu logiczno-filozoficznego Wittgensteina napisat, ze jezyk ma strukture,
,,0 ktorej w tym jezyku nic nie moze by¢ powiedziane, ale moze by¢ inny jezyk
traktujacy o strukturze pierwszego jezyka, posiadajacy nowa strukture, przy
czym moze nie by¢ granicy dla tej hierarchii jezykow™. Jednak, jak napisat
Ivor Grattan-Guinness, ,,choc¢ to jest jedna z najsubtelniejszych idei filozoficz-
nych Russella, on nigdy nie zastosowat jej do swojej wiasnej logiki”'°.

8 Mianowicie ,,truth, falsity, inference” (Wang 1996, s. 266).

9 [...] every language has, as Mr. Wittgenstein says, a structure concerning which, in the
language, nothing can be said, but that there may be another language dealing with the structure
of the first language, and having itself a new structure, and that to this hierarchy of languages
there may be no limit”.

10 This is one of Russell’s finest philosophical insights, yet he never properly thought of
also applying it to his own logic, which he always saw as an all-embracing subject” (Grattan-
-Guinness 2011, s. 61).
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Jean van Heijenoort (1967) okreslit opisane wlasnie przeciwstawienie jako
opozycje dwoch wizji: logiki ,,jako rachunku”, czyli — uzywajac terminologii
Leibniza — wylacznie calculus ratiocinator, oraz logiki ,,jako jezyka”, czyli
rowniez lingua characteristica. Jaakko Hintikka uogdlnit ten obraz, méwiac
o dwu podejsciach: jedno traktuje jezyk jako medium uniwersalne, a drugie
jako rachunek, ktéry mozna interpretowaé w roznych $wiatach. W rozroéznieniu
tych podejs¢ widzi jeden z podstawowych sposobow dzielenia XX-wiecznych
filozoféw na dwa obozy. Do ,,uniwersalistow” nalezy, wedtug niego, nie tylko
Russell czy Wittgenstein, ale i Martin Heidegger, ktory tez uwazal, ze nie
mozna postawié sie poza jezykiem''. Hintikka taczy z tym jeszcze rozréznienie
pomigdzy mysleniem o jednym, ,,naszym” $wiecie a rozwazaniem roznych
mozliwych $wiatow. Gdy reinterpretacja jezyka jest niemozliwa, jezyk moze
by¢ uzywany tylko do mowienia o $wiecie, tzn. o jedynym prawdziwym $wie-
cie. ,,W idei jezyka jako uniwersalnego medium zawiera si¢ wigc jaki$ rodzaj
zalozenia o jedynosci $wiata™'?.

Godel oczywiscie rozumial oba podejscia do logiki. Jego wktad do pode;j-
$cia teoriomodelowego byt zasadniczy, cho¢by z powodu jego dowodu twier-
dzenia o pelnosci dla logiki pierwszego rzedu. Hintikka poczatkowo wymienia
go nawet jako jednego z tych, ktérzy pozostaja w nurcie tego teoriomodelo-
wego ujecia logiki, a nawet twierdzi, ze ,,przetom otwierajacy na caly ten
teoriomodelowy sposob myslenia'® byt w duzej mierze dokonany dzieki God-
lowi” (Hintikka 1989; zob. tez Hintikka 1997, s. 32). Tak tez uwazat Grattan-
-Guinness, ktory ten przetom odnosit do epokowej pracy Godla o niezupetnosci
(Grattan-Guinness 2011, s. 69). Jednak po6zniej Hintikka (2000) podkreslat
z zalem, ze Godel pozostal wierny tradycji widzenia jezyka jako medium
uniwersalnego oraz wizji jednego $wiata. Faktycznie, jak wspomnialem, oka-
zywal on wyrazny brak zainteresowania teorig modeli w odniesieniu do logiki
i teorii zbioré6w oraz innych teorii fundamentalnych. Opisujac rozroznienie
dwu wizji logiki, Hintikka podkresla, ze gdy jezyk widzimy jako medium
uniwersalne, ,,glowna ofiarg zakazu metalogiki jest pojecie prawdy” (Hintikka
1988, s. 2). Faktycznie, Gottlob Frege — podobnie jak przedtem Immanuel
Kant — napisal: ,,Prawde uwazam za niedefiniowalng” (Frege 1969, s. 189;
cyt. za: Frege 1977, s. 132). Takie podejscie preferowal Godel i — mam wra-
zenie — je wilasnie zobaczyl w sformulowaniach zawartych w liscie Russella.
To mu si¢ spodobato, niezaleznie od tego, ze Russell niewtasciwie zinterpre-
towatl twierdzenie o niezupetnosci. ,,Bardzo interesujace” jest dla Godla — jak
sadz¢ — to odwotanie si¢ do wizji logiki jako aparatury wszechogarniajace;j,

' Prace Hintikki na ten temat sa zebrane w tomie: Hintikka 1997.

12 Hence a kind of one-world assumption is implicit in the idea of language as the universal
medium” (Hintikka 1997, s. xi).

13 »the breakthrough of the entire model-theoretic Denkweise”.
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uniwersalnej, oddajacej nature naszego, jedynego §wiata. Widzimy, ze pojawia
si¢ tu temat ,,0g06lnej filozofii matematyki”, o ktorej wspominal (z powatpie-
waniem) Robinson.

Podejscie teoriomodelowe stopniowo rozpowszechnia si¢, rozwazanie wie-
lu $wiatéw, mozliwych swiatéw, jest czeste nie tylko wsrod filozofow, ale
nawet wsrod fizykow. Pozostaje jednak nadal mozliwe odmowienie takim
spekulacjom doniostosci filozoficznej. Jak widzimy, czynit tak i Russell, i G6-
del. Przyjmowali oni bowiem tradycyjny, a nie postmodernistyczny punkt wi-
dzenia: chodzi o to, co si¢ dzieje w prawdziwym §wiecie, ktory jest jeden, a nie
jest naszg konstrukcja, jedng z wielu mozliwych. Nawet jesli si¢ z tym pogla-
dem Russella nie zgadzamy, czasem warto sobie przypomnie¢ 6w tradycyjny
punkt wyjscia.

*kk

Omowiony tak szczegdétowo przyktad jest zapewne ciekawy tylko dla nielicz-
nych osob, gtéwnie dla filozofow zainteresowanych subtelno$ciami historii
logiki. Jednak wskazuje on na problem ogolny, ktérym zainteresowac si¢ moze
kazdy. Okazuje si¢, ze bledna interpretacja (misinterpretation) moze by¢ cie-
kawa. I Zze moze tak by¢ nawet w tak $cislej dziedzinie jak logika. Chodzi tu
o logike szeroko rozumiang, obejmujaca rowniez poglady metalogiczne.

Pojawia si¢ pytanie, czy interesujaca, a zarazem bl¢dna interpretacja jest
tez mozliwa w odniesieniu do matematyki. A czy btad pelni¢ moze konstruk-
tywna role? I mozna pytac, czy tak jest tez w innych dziedzinach mysli, w tym
w filozofii.

Jesli chodzi o matematyke, to w pierwszej chwili nasuwa si¢ teza, ze blad
jest zgubny, a sprzeczno$¢ zabdjcza. Skoro jednak nawet w logice sprawa nie
jest tak oczywista, mozna domniemywac¢, ze w matematyce moze by¢ podob-
nie. Gdy bowiem spojrze¢ szerzej, dwa podejscia do teorii matematycznych
moga by¢ ze sobg niezgodne, a zarazem oba moga by¢ ciekawe i ptodne.
Niezgodnos¢, sprzeczno$¢ wskazywataby na btad. Mimo to sprzeczno$é staje
si¢ wowczas nie tyle zabojczym biedem, co raczej wskazowka, ze wykorzys-
tujemy wspomniane podejscia poza zakresem ich wilasciwej stosowalnosci.
Najprostszy przyktad takiej sytuacji to utozsamienie, ktore wszyscy czynimy
od czasow szkolnych: % =0,3333... Po lewej stronie mamy liczb¢ utamkows, po
prawej wskazanie nieskonczonego szeregu. Utamek jest czyms$ zupelnie innym
niz nieskonczony proces. W jakim sensie sa one rowne? Nie jest to identycz-
no$¢, bo sg to obiekty innego typu. Stawiajac znak rownosci, popetniamy
zatem blad. Jednak blad ten jest interesujacy, bo to utozsamienie jest cenne
i daje postep w matematyce. Zakladamy mianowicie, ze ten szereg ma sumg,
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a wowczas widzimy, ze musi ona by¢ rowna 1/3. Musimy jednak z gory
przyjaé, ze suma tego szeregu jest takg samga liczbg jak liczby utamkowe. To
jest tworczy krok, ktory musi by¢ wykonany, zeby wspomniane utozsamienie
nabrato sensu. W szkole przekonuja nas do tego tak udatnie, ze w zasadzie nie
widzimy juz problemu. Ale problem jest. Zeby o tym przekonaé¢ nawet tych,
ktorym si¢ wydaje, ze nie ma sprawy, rozpatrzmy inny przyklad. Tym razem
zupehie niestandardowy.

Mozna by mianowicie zapyta¢ czemu réwna si¢ 0,3333...1, w ktorym
po nieskoniczonym ciagu tréjek nastgpuje jedynka, albo na przyktad
0,3333...1111..., gdzie pierwsze trzy kropki oznaczajg nieskonczony ciag trojek,
a drugie trzy kropki nieskonczony ciagg jedynek. Powstajacy obrazek nie jest
rozpoznawany jako wiasciwy, nie ma go w szkole, ani zreszta w matematyce
uniwersyteckiej. Jednak dla ludzi obeznanych z ciggami pozaskonczonymi,
wprowadzonymi przez Georga Cantora, powinien by¢ zrozumiaty. Zaréwno
bowiem ciggi dlugosci w+1, jak i ciagi dlugosci w+® sa czym$ normalnym
w matematyce wspotczesnej. Takie ciagi, jak zaproponowany wyzej, nie zostaty
chyba wprowadzone, w kazdym razie o tym nie styszatem, cho¢ sa na tyle
podobne do liczb nadrzeczywistych Johna Conwaya, zwlaszcza w ujeciu Har-
ry’ego Gonshora (1986)'*, ze by¢ moze kto$ je badat. Jesli uznamy, ze maja
sens 1 reprezentujg jakas liczbe lub punkt na odcinku [0,1], pojawia si¢ pytanie,
jaka to liczba, jaki punkt. Wida¢, ze to wigcej niz 1/3, a zarazem mniej niz
dowolny utamek wigkszy niz 1/3. Obie hipotetyczne liczby sa wigc nieskon-
czenie bliskie 1/3. Przy tym pierwsza wydaje si¢ oczywiscie mniejsza niz druga.

Nie mozna nie zapytaé: czy takie liczby istniejg? Wstepna odpowiedz brzmi:
a czemu nie? Odpowiedz dokladniejsza zalezy od tego, czy potrafimy konse-
kwentnie rozszerzy¢ pojecie liczby rzeczywistej tak, azeby uzyskac dobrg teorie.
Sprawa nie jest z gory przesadzona. Jesli si¢ nie da, to mamy do czynienia
z bledem; jesli si¢ da, to mamy do czynienia z interesujaca ideg. Nawet jesli
si¢ nie da, prawie na pewno mozna zliberalizowa¢ pojecie ,,dobrej” teorii, zeby
powstala jednak jaka$ ciekawa teoria traktujaca o liczbach w rozszerzonym
sensie. To jest tak, jak bylo z liczbami zespolonymi i kwaternionami, ktore
powstaly jako rozszerzenie pojecia liczby rzeczywistej, ale trzeba bylo pozby¢
si¢ pewnych przyjetych wlasnosci (odpowiednio: ze kwadrat dowolnej liczby
nie jest ujemny i ze mnozenie jest przemienne). Jesli to jest mozliwe, a tak
podejrzewam, to 6w blad bylby ,,bardzo interesujacym” btedem.

Rozwazania przyktadow takich, jak % = 0,3333..."°, oraz wielu innych
sktonity Williama Byersa (2007) do postawienia mocnej tezy na temat rozwoju
matematyki. Wedlug niego tworcze idee pojawiaja si¢ w matematyce na skutek

14 Conway zaprezentowat (odkryl? wymyslit?) surreal numbers w 1972 r.
15 pozaskonczonych rozwinieé dziesietnych we wspomnianym stylu nie proponuje ani
Byers, ani nikt, o kim wiem.
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paradoksow, sprzecznosci, niezgodnosci dwoch sposobow ujmowania jakiegos
zagadnienia. Brzmi to nieco po heglowsku, ale jest ilustrowane wylacznie
faktycznymi przyktadami rozwoju teorii matematycznych.

Byers formuluje ponadto znaczne uogodlnienie tych przyktadow. Odnosi si¢
to do filozofii matematyki bardziej niz do matematyki samej. Ot6z wedle niego
kazda wielka idea jest falszywa, czyli bledna. Zawsze powstaje bowiem ten-
dencja do absolutyzowania tej idei, co sktania do stosowania jej tak szeroko,
jak si¢ da, a to nieuchronnie prowadzi do bledow. Doskonalym przyktadem jest
logicyzm, ktory w tak znacznej mierze zostatl stworzony i rozpowszechniony
przez Russella.

Zdefiniowanie podstawowych poje¢ matematycznych w systemie, ktory
Russell i Whitehead sformutowali jako system logiki, jest niewatpliwie wy-
bitnym osiagni¢gciem. To sktonito Russella do uznania, Ze matematyka jest
logika i1 niczym wiecej. Otdz ta teza jest ewidentnie falszywa dla matematy-
koéw, nawet tych — nie tak zresztg licznych — ktdrzy sg obznajomieni z logika
matematyczng. Wszyscy niemal uwazamy, ze trzeba rozréznia¢é matematyke
od logiki, tak jak chemi¢ od fizyki czy proze¢ od poezji. Jest tak wbrew ocze-
kiwaniom Russella, ktory byt pewny, ze jego poglad zostanie przyjety po-
wszechnie. Zobaczmy, jak dowodzi on tezy o tozsamosci logiki i matematyki.
W znanej ksigzce Introduction to Mathematical Philosophy z 1919 roku pisze:

Jezeli sa jeszcze ludzie, ktorzy nie uznaja, ze logika i matematyka to to samo, to mozemy zadaé
od nich, zeby wskazali, gdzie w szeregu definicji i wywodow w Principia Mathematica
wedtug nich konczy si¢ logika, a zaczyna matematyka. Okaze si¢ wtedy, w sposob oczywisty,
ze kazda odpowiedz na to pytanie ma charakter dowolny (Russell 1958, s. 285).

Choc¢ sytuacja jest opisana trafnie, traktowanie tego jako dowodu prawdziwosci
logicyzmu jest bledne. Russell popetnia btad logiczny. Btad ten mozna nazwac
nastgpujgco: ,,nie ma granicy, wiec nie ma réznicy”. Zeby to zilustrowag,
wyobrazmy sobie zaciemniony pokdj. W jednym rogu jest zapalona $wieczka.
Przy niej mozna czyta¢ ksiazke. W przeciwleglym rogu jest na tyle ciemno, ze
nie da si¢ czyta¢ ksigzki. Nie da si¢ wskazaé granicy, dzielacej przestrzen
czytelnicza od nieczytelniczej, ale sa to niewatpliwie dwie osobne sfery'®.
Matematyka i logika to tez dwie osobne sfery.

Jest co$ zenujacego w zarzuceniu bledu logicznego Russellowi, znanemu
przeciez ze Scislo$ci myslenia. Jednak nie wiem, jak inaczej rzecz ujaé. Za-
razem mozna i w tym przypadku powiedzie¢, ze btad jest interesujagcy. Wska-
zana jest bowiem ciekawa i nieoczywista przestanka — ciagg wywodow, ktory
zaczyna si¢ od logiki, a staje si¢ matematyka. T¢ przestanke stworzyt sam
Russell i inni ,,0jcowie-zalozyciele” logicyzmu, i jest ona osiagnigciem, do
ktorego ciggle si¢ odwotujemy. W jego oczach dowodzi to tezy ,,logika = ma-

16 Przyktad ten zaczerpnalem z rozmowy z Richardem Epsteinem.
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tematyka”. Logicyzm pozostaje wielka ideg, ale ch¢¢ zastosowania jej tak
daleko, jak si¢ da, objecia w ramionach logiki calej matematyki, daje fatsz.
Jak chciat Byers, wielka idea sktania ku nadmiernemu uogoélnieniu. To btad,
ale rOwniez na tym cigzeniu ku absolutyzacji polega jej wielko$¢.

I trudno jest nie ulec checi uogodlnienia tej obserwacji Byersa. Moze jest
wigc tak, ze kazda wielka idea filozoficzna jest falszywa, bo sklania do nie-
dopuszczalnego rozszerzenia jej stosowania poza wlasciwy jej zakres stoso-
walnosci. Ale musimy doda¢, ze tak wlasnie sformulowane uogolnienie jest
najprawdopodobniej falszywe. Bo nadmiernie zuniwersalizowane. Nie omiesz-
kajmy jednak zauwazy¢, jak bardzo interesujacy jest to falsz...
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Russell’s ‘very interesting misinterpretation’?
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incompleteness, interesting error, logical fallacy, model theory,
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According to Kurt Godel, Bertrand Russell misinterpreted the incompleteness theorem,
but did it in ‘a very interesting manner’. To understand what he meant we need to
consider their attitudes to defining truth. Even more revealing is the discussion of two
fundamental approaches to logic: one is universalistic, and assumed by both Russell
and Godel, and the other is model-theoretical, Alfred Tarski’s style. It turns out that
a misleading or erroneous interpretation can be interesting, as it reveals something
fundamental. William Byers claims that truly great ideas in mathematics and about
mathematics are in a way false, as they lead to errors, but at the same time they can help
to make advances in math. Logicism provides a good example. In addition it may be
mentioned that when Russell argued in its favor, he committed a logical fallacy.
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